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OBSERVACIONES AL ALUMNO 
Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 


1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 


2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 


a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 


b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 
detallado. 


e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 
3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 
4, UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 
5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 
NUMERACION E INDICADORES 


Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación 4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 


de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 


En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por' falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

Ml Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El objetivo principal de esta unidad es establecer algunos im- 
portantes resultados generales que serán la base de las aplica- 
ciones que consideraremos en las futuras unidades. 


Después de haber trabajado esta unidad, usted debe: 
(i) explicar el significado de los términos: 

dimensión de un espacio vectorial, 
morfismo de un espacio vectorial en otro, 
núcleo de un morfismo, 
matriz, 
matriz identidad; 

(11) entender las demostraciones de los teoremas que se refie- a 


ren a morfismos de espacios vectoriales y que se enumeran 
en la Sección 23.1.6; 


(111) sumar y multiplicar matrices (adecuadas); 
(iv) formar un múltiplo escalar de una matriz. 
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Diagrama estructural 
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Ecuaciones lineales, 
23.2.1 


Un álgebra de 
morfismos, 
2319 


Matrices, Algebra lineal, 
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de matrices, geométricas, 
232 23.2.4 


Adición de matrices 
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Glosario 
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MATRICES 
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Véase la página 49. 


Un conjunto invariante en una función f es 
un subconjunto A del dominio de f tal que 
f(A) = A. 


Una ecuación lineal es una ecuación de la forma 
41X1 + 02X2 + *:** + 4,X,. =0, 
donde cada a representa una constante. 


Un elemento invariante en una función f es 
un elemento a del dominio de f tal que 


fla) = a. 


El espacio nulo de un morfismo es el núcleo 
del morfismo. 


Dos matrices son iguales si tienen el mismo 
número de filas y el mismo número de colum- 
nas, y si, además, los elementos correspon- 
dientes son iguales. 


Una matriz (m X n) es una disposición rec- 
tangular de números, que tiene m filas y n 
columnas. 


La matriz identidad es una matriz que tiene 
el mismo número de filas que de columnas, 
en la cual todos los elementos de la diagonal 
que viene de arriba hacia abajo y de izquierda 
a derecha son iguales a 1, y todos los otros 
elementos son iguales a 0. 


Si L es una aplicación de un espacio vectorial 
V en un espacio vectorial U tal que 


L(a,0, + 970,) = a,L(v,) + a,L(v,), 


para cualesquiera a, e E R, vs, vz € Y, 
entonces L es un morfismo de V en U. 


Véase la página 41. 


Véase la página 48, 49. 


El núcleo de un morfismo es el conjunto de 
los elementos del dominio que se aplica al 
elemento cero del codominio del morfismo. 


Si S es un subconjunto de un espacio vec- 
torial U, y si S es, a su vez, un espacio vecto- 
rial, entonces S es un subespacio de U. 


Véase la página 49. 


Una trasformación lineal es un morfismo de 
un espacio vectorial en otro. 
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Notación 


bik 


R" 


Ry 


— 


Vectores geométricos de longitud unitaria y 
de dirección y sentido iguales que los de los 
ejes cartesianos x, y, z, respectivamente. 


El conjunto de todas las n-uplas de números 
reales, esto es, el producto cartesiano, 


RXRX<xR 
AAA 


n términos 


La función f considerada como un elemento 
de un espacio vectorial. 


Un símbolo temporal para denotar la opera- 
ción de adición en un espacio vectorial V. 


El elemento cero del espacio vectorial V. 

(Or. 60) 

(0,1,...,0) | Estas n-uplas forman una base de 
, R” 


A Y) 
Una matriz de dos filas y tres columnas. 


Un símbolo temporal para denotar la multipli- 
cación de dos matrices A y B (en ese orden) 
donde B tiene solamente una columna. 


Un símbolo temporal para denotar la operación 
de multiplicación de matrices. 


La matriz correspondiente a la aplicación que 
hace girar el plano alrededor del origen un án- 
gulo Y en sentido contrario del movimiento 
de las agujas del reloj, esto es, 


pa Mere! 


send cos O 


La matriz identidad. 


Un símbolo temporal para denotar la adición 
de matrices. 
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Este libro es fácil de leer y, como su título lo sugiere, puede ser 
una ayuda tanto para el Cálculo como para el Algebra Lineal. 
El material apropiado para esta unidad lo encuentra en el Capí- 
tulo 6; nosotros veremos al final del curso la primera parte de 
este capítulo, por tanto, se puede omitir la sección 6.1 en ese 
momento. 


F. Loonstra, Introduction to Algebra (McGraw-Hill 1967). 


Este texto es una introducción más formal al Algebra, y está 
escrito con un estilo diferente al primer libro. Tiene un estilo 
claro. El capítulo apropiado es nuevamente el capítulo 6. 


S. Lang, Introduction to Linear Algebra (Addison-Wesley 1970). 


El enfoque de los espacios vectoriales presentado por la forma 
de vectores geométricos es similar al nuestro. El orden en que 
se estudian las matrices y los morfismos es ligeramente diferente 
al nuestro, pero sin embargo, los capítulos 4 y 5 tratan el tema 
de ésta unidad. 
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23.1 APLICACIONES DE ESPACIOS 
VECTORIALES 


23.1.0 Introducción 


En la Unidad 22, Algebra lineal I, consideramos el conjunto de 
los vectores geométricos y definimos los conceptos de depen- 
dencia lineal, independencia lineal, dimensión y base. Después, 
extendimos el uso de esos términos desde el puro concepto geo- 
métrico hasta el algebraico y definimos un espacio vectorial. 
Los ejemplos de espacios vectoriales dados en la Unidad 22 son 
interesantes porque, aunque parecen muy diferentes, son todos 
gajos de un mismo tronco. Sin embargo, el solo examen de los 
ejemplos no nos proporciona herramientas extras para la solu- 
ción de los problemas. En esta unidad estableceremos algunos 
resultados generales acerca de los espacios vectoriales. 


Usted recordará que en la Unidad 1 comenzamos por aplicar 
unos conjuntos a otros y que, después, introdujimos el concepto 
de función. Encontramos que, con este concepto, podíamos 
considerar problemas más elaborados y que tienen más amplia 
aplicación que los sencillos cómputos aritméticos. Lo mismo 
sucede con los espacios vectoriales: se enriquecen y se hacen 
más interesantes cuando introducimos las aplicaciones de un 
espacio vectorial en otro. 


23.1.1 Aplicación de un espacio vectorial 
en otro 


Algunas aplicaciones de espacios vectoriales en espacios vecto- 
riales equivalen sencillamente a un cambio de notación. 
Ejemplo 1 


Sabemos que el conjunto de los vectores geométricos forma un 
espacio vectorial, así como el conjunto de todas las listas de 
tres elementos. 


Siy = xi + yj + 2k, entonces la aplicación 
x 
A A 
z 


cuyo dominio es el conjunto de los vectores geométricos, no 
nos da sino una notación alterna. 


z 


(x,y, 2) 
yo aL+y]+=k 
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23.1.0 


Introducción 


k * 


23.1.1 


Ejemplo 1 


li, j y k son los vectores geométricos unitarios que tienen la 
misma dirección y el mismo sentido que los respectivos ejes 
cartesianos x, y y z, (véase la Unidad 22, Algebra lineal I)). 


En esta aplicación tenemos que 


1 
nii——10 


0 


nek——>11/0 


1 


Una vez que conocemos las imágenes de los vectores bases po- 
demos calcular n(y) para cualquier vector geométrico y. E 


Obsérvese que, si lo que queremos es que una aplicación defina 
una nueva notación para los elementos del dominio, entonces 
la aplicación debe ser uno-a-uno. 


Otra aplicación “notacional” es la aplicación de las listas or- 
denadas en los pares ordenados, definida por 


pa 
| y) 
y 


o de las listas ordenadas en las ternas ordenadas, definida por 


Xx 
yH==>(x, y. 2), 
Z 


que sencillamente establecen el hecho obvio que, dado un sis- 
tema de coordenadas, podemos representar una lista de dos 
elementos por un punto del plano, y una lista de tres elementos 
por un punto del espacio tridimensional. Ya tenemos un nom- 
bre para el conjunto de todos los pares ordenados de números 
reales; lo llamamos R Xx R. Esta expresión se suele abreviar 
por R?. R* se utiliza para denotar el conjunto de todas las 
ternas de números reales, y R” se usa para denotar el conjunto 
de todas las n-uplas ordenadas de números reales. Hemos visto 
que R”, con la adición y la multiplicación por un escalar de- 
finidas en la forma usual, es un espacio vectorial de dimensión n. 
Nos referiremos a este espacio vectorial como a R”, sobrenten- 
diendo las operaciones indicadas. 


Ejemplo 2 
Considérese la aplicación de R? en R? definida por 


Í :(x, y)—— Qx, 2y). 
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Ejemplo 2 


¿Qué efectos tiene la aplicación? Una manera de comenzar a 
responder esta pregunta consiste en considerar lo que le sucede 
a unos pocos elementos en particular. 


Tomemos el elemento (1, 1); entonces, f(1,1) = (2, 2). 


2 . (2,2) 


(0,1) 


EL 


- 
x 


Vemos que, en general, el punto P queda aplicado al punto P' 
en la misma dirección desde el origen O, donde OP' = 20P. 
(¿Permanece invariable algún punto?) 


Consideremos un conjunto de elementos del plano, tal como 
(o y):x? + y? =1). 


Estos puntos pertenecen a una circunferencia de radio uni- 
tario y, por consiguiente, sus imágenes, en esta aplicación, 
están en una circunferencia de radio 2. Esto lo podemos verifi- 
car algebraicamente como sigue. Supongamos que (x, y) —— 
lu, v), entonces u =2x y vu =2y, y así, si x y y verifican 
la ecuación 

x?* 4 y? =1, 


u y v deben verificar la ecuación 


E) + 


esto es, u24+v?=4 


Así, 


1 


[o y):x? + y? = 1) — ((u, 0):4? + v? = 4) 
= ((x,y):x? + y? = 4) 


(Hemos reescrito este conjunto en términos de x y y de modo 
que podamos construir el siguiente diagrama.) 


y 
id PA a 
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(Véase RB4) 
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Ejemplo 3 Ejemplo 3 
Consideremos la aplicación de R? en R? definida por 
Qe, y) —— (= y, x). 


Examinemos lo que les sucede a los vectores bases (1, 0) y (0, 1), 
Tenemos que 


y 
im | 
Ao FP x 


La aplicación tiene el efecto de hacer girar los vectores bases 
P T S + Ped S 
un ángulo 3 en sentido contrario al movimiento de las agujas 


del reloj, alrededor del origen, y este es precisamente el efecto 
sobre todo el plano. 


y y 


(5) 43) 
L-——> 


En este ejemplo, toda circunferencia de centro en el origen se 
aplica sobre sí misma. Todo punto del conjunto |(x, y):x? + 
y” = 1¡ se mueve (por ejemplo, (2,4)——>(—24,?), pero el con- 


junto mismo permanece invariable. La 


El ejemplo 3 nos proporciona un ejemplo particular de un con- 
cepto matemático muy sencillo pero muy importante. Dada una 
función f de un conjunto A en sí mismo, si ocurre, por ejemplo, 
que 


fla) =a (ae A), 


decimos que a es un elemento invariante (o invariable) en de Definición 1 
k kh + 
Si el conjunto S, como un todo, se aplica sobre sí mismo, en- 


tonces se dice que S es un conjunto invariante (o invariable) Definición 2 
en f, aun cuando algún elemento (o todos los elementos) del y 
subconjunto S de.A se muevan en virtud de f. En el ejemplo 

anterior tenemos una circunferencia invariable, es decir, un 

conjunto invariable de puntos. El concepto de invariabilidad 

puede ser más general aún: Por ejemplo, en una traslación del 

plano, la distancia entre dos puntos es invariable; esto es, si 

P y Q se aplican, respectivamente, a P' y a Q”, entonces la longi- 

tud de PQ es igual a la longitud de P'Q'. La invariabilidad es 

un concepto matemático muy importante y general, del cual 

tendremos más que decir a lo largo de este curso. En realidad, 


4 


ya hemos encontrado la invariabilidad en otras partes de este 
Curso Fundamental. Cuando teníamos que resolver una ecua- 


ción f(x) = O y escogíamos un método iterativo, generalmente 
la reordenábamos para darle la forma: 
x = F(x); 


esto es, buscábamos los elementos invariables de la función F 
Unidad 2, Errores y exactitud. 


Ejercicio 1 
En la aplicación 


f(x, y) —— (2x, 2y), 


del ejemplo 2, vimos que las circunferencias que tienen el centro 
en el origen no son invariables. No obstante, algunas rectas 
son invariables. ¿Qué rectas? ] 


Ejemplo 4 
Considere la aplicación de R? en R? definida por 


(y) (= y. Y): 


Según los dos ejemplos anteriores, parece que, para ver cuál es 
el efecto de la aplicación, es conveniente observar lo que les 
sucede a los vectores bases. Además, para facilitar las operacio- 
nes, escogeremos los vectores bases (1, 0) y (0, 1). Encontra- 
mos que 


(1, 0) ——(0, 0) 
(0, 1)——(=1, D, 


de modo que, en términos de los correspondientes vectores geo- 
métricos ¡ y ¡, tenemos que ¡ se aplica a —i+ jj, pero ¡ se 
aplica al vector cero. 


y y 
p (0,0) 

ao) x z 
y 


(0) fi 


Observemos un poco más detalladamente esta aplicación. ¿Qué 
le sucede al eje x? En todo este eje el valor de y es siempre cero 
y, por tanto, todo punto del eje x se aplica al punto (0, 0); el 
eje x, completo, se contrae y se reduce al origen. ¿Qué podemos 


S 
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Ejercicio 1 
(1 minuto) 


Ejemplo 4 


(continúa en la página 6) 


Solución 1 


Las rectas que pasan por el origen. ll 


(viene de la página 5) 


decir de la recta y = 1? Todos los puntos de esta recta se 
aplican al punto (—1, 1). 


y 


] | 
> 2. 


Lo que en realidad sucede es que todo el plano se aplica a la 
recta cuya ecuación es 


x+y=0 


Hablando en términos de vectores geométricos podemos decir 
que todo elemento del conjunto imagen se puede representar en 
términos del vector —¡ +. 


La dimensión del conjunto imagen es 1 y, por tanto, el efecto 
de la aplicación es “disminuir” la dimensión de nuestro espa- 
cio vectorial. Esto equivale a decir que esta aplicación es 
muchos-a-uno. Si comenzamos con un punto del plano, diga- 


mos P, y lo aplicamos al punto Q de la recta x + y = 0, no 
podremos, entonces, regresar al punto original P. Esto es así 
porque el punto Q de la recta x + y = 0, corresponde a toda 


la recta que es paralela al eje x y que pasa por P; esta es la clase 
de equivalencia que contiene al elemento P. (En la Unidad 19, 
Relaciones, demostramos que toda aplicación muchos-a-uno 
define una relación de equivalencia en su dominio. Este es un 
ejemplo. La relación p es (a, b)p(c, d) si b = d.) E 


Hemos escogido estos ejemplos geométricos para que usted 
tenga una idea de la clase de aplicaciones que vamos a consi- 
derar. Una de las características agradables del álgebra lineal 
es que, mediante la consideración de una situación geométrica, 
podemos, con frecuencia, dar luz a situaciones que no son geo- 
métricas (y viceversa). Así, un ejemplo no geométrico y que es 
análogo a este último caso, donde “perdemos” una dimensión, 
lo suministra el ejemplo siguiente. 


6 
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Solución 1 


Discusión 
* 
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Ejemplo 5 Ejemplo 5 


Sea Pz el espacio vectorial de todas las funciones polinómicas 
de grado menor que o igual a 3. (Este espacio tiene dimensión 4; 
más adelante damos un conjunto de vectores bases.) 


El operador derivación 
D:p-—— Dp (peP») 


aplica el espacio Pz en el espacio Pz (que tiene dimensión 3). 
En este caso, podríamos tomar como base de Pz el conjunto 
de funciones: 


Ji 1 (xeR) 
od (xeR) 
h Base de P 
Lis (xeR) 
Lis 0 (x € R). 


Este conjunto de funciones se aplica al conjunto 
Fu:o—>0 (xeR) 
Po 1 (xeR) 
La 02 (xeR) Base de P, 
Pu lxeR) 


Como en el ejemplo anterior, esta aplicación es muchos-a-uno. 
(Por ejemplo, todas las funciones de la forma 


fx—xi+a  (xeR) 


donde a E R, se aplica a la función f'».) 


Nótese que fo es el vector cero en Pz. No puede pertenecer a 
ninguna base de P», puesto que una base debe ser un con- 
junto linealmente independiente de tres vectores. Considere- 
mos el conjunto ([fo,g,h), donde g,heP,. Puesto que 


afo + 0g + 0h = fo, 


donde « es un número real cualquiera diferente de cero, vemos 
que cualquier conjunto de tres elementos que contiene a f, es 
linealmente dependiente. 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
. . . . (2 minutos) 
Parece que necesitamos dar mucha importancia a la escogencia 


de una base. ¿Es importante la escogencia de una base? Más 
adelante responderemos esta pregunta pero ahora considerare- 
mos un punto importante. 


En el ejemplo 5, en vez de fo y fi, podríamos escoger gu y 81, 
donde 


o E E (xe R) 


AL (x€ R), 


y, entonces, ninguno de los vectores bases queda aplicado al 


vector cero, bajo D. ¿Es (80,81, f3) una base de P,? a (continúa en la página 8) 
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Solución 2 

| (xeR) 

e | (xeR). 
Aunque ninguno de los vectores bases está aplicado al vector 
cero, (g0,81 f3) es linealmente dependiente porque 

180 + (—Dgr + 03 = fo; 
go Y gi no pueden pertenecer a la misma base porque uno es 
un múltiplo escalar de otro. EH 


(viene de la página 7) 


Ejercicio 3 


Llene los espacios vacíos de la solución del siguiente problema. 


Problema 


Si T es una aplicación de R? en R?, y 


describa la imagen de la elipse 
[Qs y):9x? + 4y? = 36). 


Solución del problema 


x y 

Hagamos u=Z2yvu=“ 

8 o] y 3 
Puesto que x y y verifican la ecuación 


9x? + 4y? = 36 


u y vu verifican la ecuación 


= 1 (ii) 


[(<, y):9x? + 4y? = 36) ——| ((u, 0): ) (iii) 


El conjunto imagen corresponde a la circunferencia que tiene 
el centro en 


(iv) 
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Solución 2 


Ejercicio 3 
(2 minutos) 


Ejercicio 4 


(i) Escogiendo una base conveniente y encontrando su ima- 
gen, o de cualquier otra manera, describa el efecto de estas 
aplicaciones de R? en R”. 


(a) T, (o, y) 0, x) 


x y ox y 

DR: y | = == —=B+ BG 
(ii) Encuentre un elemento invariable de R* en la aplica- 
ción Tis ES 


23.1.2 Morfismos 


Hay muchos resultados útiles e interesantes que se refieren a 
las aplicaciones de los espacios vectoriales pero los más fruc- 
tíferos se obtienen del estudio de las aplicaciones que son ho- 
momorfismos o isomorfismos (y, por consiguiente, son funciones 
necesariamente). 


Si V es un espacio vectorial, las dos operaciones que tenemos 
definidas en los elementos de V son la adición de vectores y 
la multiplicación de un vector por un escalar. Supongamos que 
una función T aplica un espacio vectorial V, que está dotado 
de una operación de adición +.,, en un espacio vectorial U, 
que está dotado de una operación de adición +,. Se preservará 
la estructura aditiva si, para cualesquiera vectores U, Y UV2» 
de V, 


T(v, +,02) = T(v,) +, T(v,) 
Puesto que hemos estado abusando del símbolo + en toda esta 
unidad (hemos definido toda clase de métodos de adición y 
siempre los denotamos por +), continuaremos haciéndolo así 


y eliminaremos los subíndices u y v de los símbolos de adición. 
Tenemos, entonces, que 


T(v, + 12) = Tlv,) + Tlv,) 


como condición para que T sea un morfismo respecto a las ope- 
raciones de adición. 


Para la otra operación, exigimos que 
T(av) = aT(v), 
para todo número real a« y todo vector y € V. 


Las ecuaciones (1) y (2) son las condiciones que debe cumplir 
T para ser un morfismo del espacio vectorial V en el espacio 
vectorial U*. 


Las dos ecuaciones se pueden combinar de la siguiente manera: 
T(a,2, + %202) = 4,T(0,) + a,T(v2) 


para cualesquiera números reales a,, «a», y cualesquiera vec- 
tores v; y va € V. 


* En la Unidad 3, Operaciones y morfismos, página 25, dijimos que un mor- 
fismo f era una aplicación de A en f(A). Aquí, T(V) puede ser un subconjunto 
propio de U. (De hecho, si T es un morfismo, T(V) es un espacio vectorial 
pero esto no lo hemos demostrado todavía.) 
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Ejercicio 4 
(4 minutos) 


23.1.2 


Discusión 
* * 


Ecuación (1) 


Ecuación (2) 


Ecuación (3) 


(continúa en la página 11) 
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Solución 23.1.1.3 Solución 23.1.1.3 


(1) 9Qu)? + 4(30)? = 36 
(ii) u? +0?=1 
(iii) ((u, 0):42 + v? =1) 
(iv) el origen; 1 


Así, el efecto de la aplicación es trasformar la elipse en una (Véase RB4) 
circunferencia como se muestra a continuación. 


y 
3 y 
1 
=> — H=> ? 
2 x x 
15] 


Solución 23.1.1.4 Solución 23.1.1.4 
(1) Si escogemos la base [| (1, 0), (0, 1) |, tenemos que 


(a) 7, :(1,0)——0, 1) 
T, :(0, 1)——(1, 0) 


y 


y 
| Jomar 
(01) (0,1) 
Jn) +» 


Qqo) * 4D  * 


El efecto de T' es reflejar los puntos del plano en la recta 
cuya ecuación es y = x (sencillamente, estamos inter- 
cambiando las coordenadas x y y). 


(b) 10,9 
1 


1 
T, :(0, 1 BR 


Y 
v2 
on, po 
— 


> 7 
(0) * | 
| 


El efecto de To. es hacer girar el plano, alrededor del 
origen, un ángulo Fr (Si no está usted convencido de ello, 


busque las imágenes de algunos puntos.) 


(ii) Cualquier múltiplo escalar de (1, 1) es un elemento inva- 
riable en T,. En términos de vectores geométricos dire- 
mos que cualquier vector que tenga la dirección de la recta 
cuya ecuación es x = y es invariable. Tales vectores geo- 
métricos son múltiplos escalares de ¡+ ¿. El 


(viene de la página 9) 


En muchos libros, las aplicaciones de un espacio vectorial en 
otro espacio vectorial se llaman trasformaciones y, cuando la 
aplicación es un morfismo, se llaman trasformaciones lineales, 
Este es otro ejemplo del uso de un nombre especial para desig- 
nar un tipo particular de aplicaciones. (Ya hemos usado la 
palabra operador.) 


Ejercicio 1 


¿Cuáles de las siguientes operaciones son morfismos? (Suponga 
que las operaciones definidas en los espacios vectoriales son las 
usuales.) 


(i) La aplicación de R? en R? tal que 
Tilos 0 1) 

(ii) La aplicación de R? en R? tal que 
Tolo, 3) (1,3) 


(iii) La aplicación de todos los vectores geométricos del plano 
en R, tal que 
TG >4 -X, 
donde a es un vector geométrico dado, y el punto denota 
el producto interior definido en la Unidad 22. 


(iv) La aplicación del conjunto de todas las funciones polinó- 
micas de grado menor que o igual a n, en sí mismo, tal que 


T:p——la función derivada de p. 


(v) La aplicación del conjunto de todas las funciones reales 
que son derivables dos veces en todos los puntos de R, en 
el conjunto de todas las funciones reales, tal que 


T: /—>32DY + Df + 9 a 


Ejercicio 2 
Sea L un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio vec- 
torial U, 


Llene correctamente los cuadros en blanco de la demostración 
del siguiente teorema. 


Teorema 


Si el elemento cero de V es vy (i.e. vy es el elemento tal que 
V+Lo.=v para todo v € V), y si uy es el elemento cero de U, 
entonces L(vo) = Uo. 
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Definición 1 


* 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


(continúa en la página 12) 
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Solución 1 Solución 1 
(1) T((%1,x2) + (1, Y2)) = T(X, + Y1,X2 + Y2) 
= (X2 + Y2,X1 + Y1) 
=(Xx2,Xx1) + (Y2,y1) 


= T(x¡,x2) + Tly1, Ya), 


T(od(x,,x2)) = Tlax;, 9x2) 


II 


(ax>, ax 1) 
= a(x7,x1) 
= aT(x; , oda 


de modo que T' es un morfismo. 


(ii) aT(x,,x2) = (xi, x3) = (0xí, ax3), 


Tíokxes , 2) = Tío. ax) = (07,0%) 


No se verifica la ecuación (2), de modo que T no es un 


morfismo. 
(111) Tlx + y) = q-(x + y) 
=4-x +a-y( es distributiva sobre +) 
= T(x) + TQ) 
y 


de manera que T es un morfismo. 
(iv) T es un morfismo | Estos resultados son consecuencias 
(v) T es un morfismo ( directas de las propiedades de D. M 


(viene de la página 11) 


Demostración 


Puesto que v+v.=v 


urw-(—] o 


Ahora bien, L es un morfismo y, por tanto, 


E E 


De (i) y (ii) se sigue que L(v) + L(v)) = Líp), 
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de modo que, sustrayendo L(v) de ambos miembros, vemos que 


L(vv) es el elemento UN de U. (c) 


Confirme este resultado en cada una de las aplicaciones que, 
en el ejercicio 1, resultan ser morfismos. En 


El ejercicio 2 muestra que, en un morfismo, el elemento cero 
del espacio vectorial del dominio está aplicado al elemento cero 
del espacio vectorial del codominio. Usaremos este resultado 
para demostrar el próximo teorema, que es fundamental para 
el estudio de los morfismos de los espacios vectoriales. 


Teorema 


Si L es un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio 
vectorial U, entonces L(V) es un subconjunto de U que, a su 
vez, es un espacio vectorial. 


(L(V) puede ser U o un subconjunto propio de U/.) 


L(v) 


Método de la demostración 


Tenemos que demostrar que el conjunto L(V), dotado de las 
operaciones del espacio vectorial U, verifica los axiomas de 
espacio vectorial que enumeramos en la Unidad 22. Para no 
tener que volver a esa unidad, enumeramos nuevamente los 
axiomas en que se fundamenta un espacio vectorial V; v.v,, 
v,,v, son elementos cualesquiera de V, y a y f son números 
reales cualesquiera: 

UL, +1,€V y es único. 

Lv; + (0, + 13) = (0, + 07) +0) 
Dy +9 =U>+0, 

Existe un elemento, vo, en V, tal que 


A un 


U+Ly=U 


S aueV 

6. + (—1)e = 05 

7 dv, + 1) = (00,) + (ab) 
8 (a+ Ple = av + Br 

9 (af)e = o(fu) 


0" T x »=0. 


Los axiomas 2, 3, 6, 7, 8, 9 y 10 son proposiciones acerca de 
todos los elementos de un espacio vectorial y, puesto que U es 
un espacio vectorial, no tenemos que comprobar esos axiomas 
en L(V). Por otra parte, el axioma 4 es una proposición que 
establece que una clase particular de elemento (el elemento 
cero) pertenece al espacio vectorial. Evidentemente, el ele- 
mento cero de [/ no se encuentra en todos los subconjuntos 
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Tema principal 
Rh *R $ 


Teorema 
kk *R * 


Discusión 
h * 


(continúa en la página 14) 


Solución 2 


(a) L 

(b) L, Lo 

(c) cero 

Para los morfismos del ejercicio 1 tenemos que 
(i) (0, 0)—— (0, 0) 

(111) 00 

(iv) =:0)>(==>0)) 

(v) (ax 0) —> (x= 0) 


Ya habrá usted observado que, en las aplicaciones muchos-a-uno, 
el vector cero no es el único que queda aplicado al vector cero. 
Por ejemplo, en (iv) tenemos también que (x=—>k) se aplica 
a (x——0), donde k es un número real cualquiera. A 


(viene de la página 13) 


de U; por tanto, tenemos que demostrar que pertenece al sub- 
conjunto particular L(V). Los axiomas 1 y 5 se refieren a la 
clausura. Si L(V) ha de ser un espacio vectorial, entonces cual- 
quier combinación de elementos de L(V) debe dar como resul- 
tado un elemento de L(V). Esto no es necesariamente cierto 
para cualquier subconjunto de U; por tanto, debemos comprobar 
que se verifica en L(V). 


Demostración 


Tenemos que demostrar que los axiomas 1, 4 y 5 se verifican en 
L(V). Tenemos tres informaciones básicas: 


(i) V es un espacio vectorial; 
(1i) U es un espacio vectorial; 
(i1i) L es un morfismo. 


Hemos utilizado la parte (ii) para contar con los axiomas 2, 3, 
6, 7, 8, 9, 10; sin embargo, aún no hemos utilizado (i) y (iii). 


Hemos demostrado que el axioma 4 se verifica en L(V): en el 
ejercicio 2 demostramos que, en un morfismo, el elemento cero 
Vo del dominio V se aplica al elemento cero uy del codomi- 
nio U. Por tanto, el elemento cero de U pertenece a L(V). 


Veamos el axioma 1. Debemos demostrar que L(V) es cerrado 
respecto a la adición. Si u,; y uz son elementos cualesquiera 
de L(V), entonces existen elementos v; y vu» en V tales que 


u; 3 L(v,), 
u, = Lv»). 
Entonces, 


u, + u, = L(v,) + Lío) 
= L(v, + 12) (porque L es un morfismo) 
L(v3), 


donde vz es un elemento de V (por el axioma 1 de los espacios 
vectoriales V); L(vz) es un elemento de L(V), de modo que 
yu, + u, pertenece a L(V), y L(V) es cerrado. 
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Solución 2 


Tema principal 
*R * 


El otro axioma de clausura, el número 5, se comprueba fácil- 
mente. 


Si 

u = Lp), 
entonces 

au = aL(v) 


L(av) (porque L es un morfismo) 


Por consiguiente, au E L(V). 
Esto completa la demostración. 


Si un subconjunto de un espacio vectorial U es, a su vez, un 
espacio vectorial, entonces lo denominamos subespacio vec- 
torial de U. 


Resumen 


Hasta este momento hemos considerado las aplicaciones de 
un espacio vectorial en otro, y hemos dedicado especial aten- 
ción a las aplicaciones que son morfismos. En un morfismo, el 
conjunto imagen tiene la propiedad de ser también un espacio 
vectorial: hemos visto que las propiedades conmutativa, aso- 
ciativa y del elemento cero son trasladadas, por un morfismo, 
del dominio a su conjunto imagen. 


Una característica interesante de algunos de los morfismos 
que hemos encontrado es que aplican un espacio vectorial en 
un conjunto imagen que tiene una dimensión inferior. Por 
ejemplo, hemos tenido aplicaciones de planos en rectas, de 
polinomios de grado n en polinomios de grado n — 1 0 menor 
y, así, sucesivamente. Surgen dos preguntas. ¿Qué les ha suce- 
dido a las dimensiones “perdidas”? ¿Podemos predecir si va a 
haber una “pérdida” de dimensión? En la próxima sección 
atenderemos esas preguntas. 


Ejercicio 3 
(i) La aplicación de R? en R? definida por 
L:(x,, x2)—>(—xX2, X2) 


es un morfismo. Demostrar directamente, mediante la ve- 
rificación de los axiomas, que L(R?) es un espacio vec- 
torial. 

(ii) La aplicación de R? en R? definida por 


T:(x1, x2)— (xÍ, x2) 


no es un morfismo. Demuestre que T(R?) no es un espacio 
vectorial; para ello, debe encontrar un axioma que no se 
verifique. 


(Observe que no hemos demostrado que, si T:V+—>U no es un 
morfismo, entonces T(V) no es un espacio vectorial. En el caso 
de una aplicación general T, no sabemos nada acerca de T(V) 
cuando T no es un morfismo.) A 
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Definición 2 
 R * 


Resumen 
* 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


Solución 3 


(i) Igual que en la demostración del teorema, aquí necesitamos 
comprobar únicamente los axiomas 1, 4 y 5. 
Axioma 1 Los elementos de L(R*) son de la forma 


(—a,a).aeR, 


(—a, a) + (—b.b) = (—(a + b),a + b). 


y, por tanto, se verifica el axioma. 1. 
Axioma 4 Considere el elemento (0, 0). 


L((0, 0)) = (0, 0), 


de modo que (0, 0) E L(R?), y se verifica el axioma 4. 
Axioma 5 (—a, a) es cualquier elemento de L(R?) 


al — a, a) = (— a, aa), 


y, por tanto, «ae(—a, a) E L(R?): se verifica, pues, el 
axioma 5. 

(ii) Los únicos axiomas que tienen la posibilidad de no cum- 
plirse son los axiomas 1, 4 y 5. De estos, el único que no se 
verifica es el 5. 


ale?) <= (at, at 


y si a es negativo, ax? también es negativo y, por tanto, 
no se puede expresar como el cuadrado de un número real. 


23.1.3 El núcleo 


Volvamos a considerar el ejemplo 23.1.1.4 en el cual vimos que 
el morfismo 


Lx, yy — (y, Y)  ((x, y)eR?) 


aplica el plano a una recta. Primero buscamos una base par- 
ticular y vimos que uno de los vectores bases estaba aplicado 
al elemento cero (0, 0) del codominio. Después, analizamos la 
aplicación observando qué les sucedía a algunos subconjuntos 
particulares del plano. Vimos que toda recta paralela al eje x 
quedaba aplicada a un solo punto. 


Esto origina dos preguntas. En primer lugar, ¿es significativo 
que perdamos un vector base y que, al mismo tiempo, perdamos 
una dimensión? En segundo lugar, todo marcha bien en este 
caso sencillo al escoger unos pocos subconjuntos significativos 
que nos dicen mucho. Los escogimos porque conocíamos sus 
propiedades. Consideremos ahora las imágenes de las rectas 
que son paralelas al eje y en el dominio. Cualquiera de esas 
rectas se aplica sobre todo el conjunto imagen. En efecto, su- 
pongamos que tomamos la recta cuya ecuación es x = a; en- 
tonces, 


L:(a, Y=>(=P,.y) (eR). 
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Solución 3 


23.1.3 


Discusión 
 * 


Considerando algunos subconjuntos del dominio, podemos obte- 
ner información acerca de L. ¿Hay algún subconjunto particular 
que podamos considerar más ventajosamente? Esto es, ¿podemos 
describir un subconjunto del dominio que nos proporcione in- 
formación acerca de L que podamos interpretar fácilmente? En 
caso afirmativo, ¿podemos determinar alguna característica ge- 
neral que nos ayude en otros ejemplos? 


Nos guiaremos por nuestra observación acerca de la pérdida de 


un vector base. El vector (1, 0) se aplica a (0, 0) pero, por su-. 


puesto, no es sólo este vector el que se “contrae” a (0, 0): todo 
múltiplo de (1, 0) se aplica a (0, 0). (Puesto que la aplicación es 
un morfismo, tenemos que L(a(1, 0)) = eL(1, 0) = (0, 0).) 
Por tanto, todo un conjunto se aplica a (0, 0). 


¿Por qué consideramos este conjunto particular? Trabaje el 
ejercicio siguiente. 


Ejercicio 1 
Los vectores (0, 1) y (2, 2) forman una base de R?. Calcule 


L(0, 1) y LQ, 2), donde L es la aplicación que hemos estado 
discutiendo: 


Lx y) (Y, y)  ((x.y)eR?). 
¿Qué sucede con la independencia lineal de (0, 1) y (2, 2)? MW 


El ejercicio 1 nos muestra que, en nuestra base original, la es- 
cogencia de un vector que quedaba aplicado a (0, 0) fue pura- 
mente fortuita. (Véase la página 5.) También puede suceder, 
como ocurre en este ejercicio, que ninguno de los vectores 
bases quede aplicado a (0, 0), aun cuando “perdamos” una di- 
mensión. Ahora bien, aquí todo el conjunto [(a, 0):a E R| 
se aplica a (0, 0) sin que importe si alguno de sus elementos 
está en la base o no. 


Parece, entonces, que el conjunto que se aplica a (0, 0) nos dice 
algo acerca de la dimensión “perdida”. En este caso, el con- 
junto que se aplica a (0, 0) tiene dimensión 1 (todos los ele- 
mentos del conjunto se pueden obtener como múltiplos esca- 
lares de (1, 0)), y hemos perdido exactamente una dimensión. 
Examinemos dos ejemplos más, uno donde nuevamente perdemos 
una dimensión y otro donde perdemos más de una dimensión. 
Una vez más tomaremos ejemplos geométricos porque las situa- 
ciones geométricas son más fáciles de imaginar. 


Ejemplo 1 
La aplicación 


cy, 2) =>(0%, y, 0) 
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Ejercicio 1 
(1 minuto) 


Discusión 
>» $ 


Ejemplo 1 


(continúa en la página 18) 


Solución 1 


L(0, 1) = (— 1, 1) 4 (0, 0) 


L(2, 2) = (— 2,2) 4 (0, 0), 


pero 
240,1) + LQ, 2) = (0, 0) 


Aunque ninguno de los dos vectores está aplicado a cero, el par 
de vectores linealmente independientes se aplica a un par de 
vectores linealmente dependientes. Así, aunque los vectores 
originales forman una base de R?, sus imágenes no forman 
una base. | 


(viene de la página 17) 


es un morfismo de R* en R?*, La imagen de cualquier punto P 
es el punto que se encuentra en el pie de la perpendicular tra- 
zada desde P hasta el plano cuya ecuación es 2 =0. Así el 
dominio se aplica a un plano. 


P (x.y, 2) 


(x,y,0) 


Este morfismo aplica un espacio tridimensional a un espacio 
bidimensional: hemos perdido una dimensión. El conjunto que 
se aplica al elemento cero (0, 0, 0) del codominio es el conjunto 
1 (0, 0, 2):2 E R|, es decir, el eje z. Este conjunto es, a su vez, 
un espacio vectorial y su dimensión es 1, el mismo número de 
dimensiones “perdidas”. 154) 


Ejemplo 2 


La aplicación 


L:(x, y, 2) |] (x, 2x, 0) 
es un morfismo de R? en R3 La imagen del punto (x, y, z) de- 
pende únicamente de su coordenada x. Así, (1, 2, 3), (1, 6, 7), 
(1, 6, 99) se aplican todos al punto (1, 2, 0). Todos los puntos 
del plano cuya ecuación es x = 1 están aplicados a este punto. 
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Solución 1 


Ejemplo 2 


z z 
> 
y . y 
(1,2,0) 
x X 


Del mismo modo, todos los puntos del plano cuya ecuación es 
x =2 se aplican al punto (2, 4, 0) y, así, sucesivamente. Todo 
plano perpendicular al eje x está aplicado a un punto de la recta 
definida por las ecuaciones 


2x-y=0 
z=0, 


y todo el espacio tridimensional está aplicado sobre toda esa 
recta. 


M.-». 


Así, 
LR?) = [(x, y, 2):2x — y =0,z =0) 


El dominio tridimensional se aplica a un espacio de dimen- 
sión 1. Hemos perdido dos dimensiones. 


¿Qué conjunto está aplicado al elemento cero? En este caso, el 
elemento cero es (0, 0, 0) y el conjunto que está aplicado a 
(0, O, 0) es el conjunto | (x, y, 2):x = 0 |, es decir, el plano yz 
que, a su vez, es un espacio vectorial de dimensión 2. Nótese 
que en este caso sencillo podemos usar nuevamente el “argu- 
mento de la base”, si podemos encontrar una base apropiada. 
Tomando el conjunto de vectores | (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, O, 1) ! 
como base, vemos que tanto (0, 1, 0) como (0, 0, 1) se aplican a 
(0, O, 0) y, por tanto, “perdemos” dos vectores bases. De hecho, 
“perdemos” cualquier vector que se pueda expresar como una 
combinación lineal de estos dos vectores (es decir, los puntos 
del plano que tiene por ecuación x = 0), porque 


L(o(0, 1,0) + f(O, O; 1) 
= aL(0, 1,0) + BLLO, O, 1) = (0, O, 0), 


puesto que L es un morfismo. E 


MB 23.1.3 


Ya hemos visto que el subconjunto de dominio que queda apli- 
cado al elemento cero del codominio desempeña un papel de 
gran importancia. Le daremos un nombre especial. 


Si L es un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio 
vectorial U, y si uv es el elemento cero de U, entonces el 
conjunto 

(u:v e V, L(v) = Yo) 


recibe el nombre de núcleo del morfismo. (También se le llama 
espacio nulo.) Denotaremos el núcleo por K. 


Hay un punto importante que tenemos que notar aquí. En la Uni- 


dad 22, Algebra lineal I, definimos una base de un espacio, 


vectorial Y como un conjunto linealmente independiente de 
vectores en V que puede generar a V. Definimos la dimensión 
de V como el número de elementos que tiene una base de V. 
Ahora, el núcleo de un morfismo puede contener un solo ele- 
mento: el elemento cero de V; es decir, podemos tener K = |0|j. 


Escribimos O en vez de vo, porque quizás quiera usted referirse 
a nuestra discusión del espacio vectorial [0j, Sección 22.2.2 
de la Unidad 22. Allí demostramos que 


0 =0, 
donde a es un número real cualquiera. Esto significa que |0| 
es un conjunto linealmente dependiente; esto es, |0| no 


tiene ninguna base. Adoptaremos la definición siguiente: 

La dimensión del espacio vectorial cero, |0/, es cero. 

El núcleo posee algunas propiedades notables. Ya hemos sugeri- 
do dos de ellas, que trascribiremos a continuación. 

(1) El núcleo es un espacio vectorial. 


Hemos visto que L(V) es un espacio vectorial, y en los ejem- 
plos 1 y 2 hemos comprobado que 


(2) (dimensión de L(V)) = (dimensión de V) — (dimensión del 
núcleo) 


La demostración de (2) aparece en el apéndice al final de este 
libro. La demostración de (1) no es difícil; la tenemos propuesta 
como ejercicio. 


Ejercicio 2 
Encontrar el núcleo de cada uno de los morfismos siguientes: 


(1) TAx,, x2, x3)— (%1,x2, 0) 
donde T es una aplicación de R* en R?. 
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Tema principal 
* hh *$ 


Definición 1 
* * ,* 
Notación 1 
.h $ 


Definición 2 
- hh + 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


(MIE) A DE EE Y = 2x3) 
donde T es una aplicación de R? en R?. 


Encuentre, en todos los casos, la dimensión del núcleo y verifi- 
que el cumplimiento de la segunda proposición que dimos an- 
teriormente. Bn 


Ejercicio 3 
Sea L un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio vec- 


torial U. Demostrar que el núcleo de L es un subespacio vec- 
torial de V. 


(SUGERENCIA: ¿Cuántos y cuáles de los axiomas de un espacio 
vectorial se necesitan comprobar en el núcleo? (Sección 23.1.2.)) 


23.1.4 Algunas propiedades del núcleo 


Es notable cuánto podemos decir acerca de un morfismo, con 
sólo considerar su núcleo. 


Sea L un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio vec- 
torial U; y sea K su núcleo. Si k E K y v € V, entonces 


L(v + k) = L(v) + L(k) (L es un morfismo) 
= L(v) + Uo (definición de K) 


Lív) (axioma 4, en U) 


donde uo es el elemento cero de U. Por tanto, v y v +k, donde 
k es un elemento cualquiera del núcleo, tienen la misma imagen. 


Supongamos, ahora, que queremos encontrar todos los elemen- 
tos de V que están aplicados a un elemento dado u E U, y que 
conocemos uno de esos elementos vu, esto es 


L(v) = u 


Entonces, inmediatamente sabemos que v + k, para todo k E K, 
son esos elementos buscados. Lo notable es que, de hecho, son 
todos los elementos que están aplicados a u. Podemos demostrar 
ese resultado: Supongamos que uv; E V se aplica a u, es decir, 
L(vi) = u. Consideremos, ahora, v, + (—1)u. Tenemos que 


L(v, + (—1)0) = L(v,) + (—1)L(v) (L es un morfismo) 
=u + (—1)u (por hipótesis) 
= Un (axioma 6, en U). 


Ahora bien, el núcleo K contiene todos los elementos que están 
aplicados a uy, de modo que 


Vi + (—1)0 = K; 


para algún k, € K. Por el axioma 1, en V, k, es único. Suman- 
do v a ambos miembros, obtenemos 


Y, =01+K,, 


y, por tanto, v, es de la forma: v + algún elemento del núcleo. 
Este resultado tiene importantes consecuencias: por ejemplo, 
si el núcleo contiene un número finito de elementos, digamos n, 


21 


MB 23.1.3/23.1.4 


Ejercicio 3 
(4 minutos) 


23.1.4 


Tema principal 
. * + 


(continúa en la página 22) 


Solución 23.1.3.2 


(i) 100, 0; x3):x3 E Rj. Todo elemento de este conjunto es un 
múltiplo escalar de (0, 0, 1). 

(ii) |(x1,x2):x1+x2=0 y x1—2x2=0| 

El par de ecuaciones simultáneas 


X1 + X2 = 0 
x¡ —2x,=0 
tiene la solución única x, = 0, x2 = 0. Así, el núcleo es el con- 
junto | (0,0) y. 


Las dimensiones de los núcleos son: 

(i) 1. La dimensión del dominio es 3, la dimensión de su con- 
junto imagen es 2, y 3-2=1. 

(ii) O. La dimensión del dominio y la dimensión del conjunto 
imagen es 2. Nótese que, como hemos definido que dimen- 
sión de (0j|.es cero, podemos asegurar que (2) se verifica 
cuando K =|[0j. nm 


Solución 23.1.3.3 


Solamente debemos demostrar que los elementos del núcleo sa- 
tisfacen los axiomas 1, 4 y 5. Como siempre, denotaremos el 
núcleo por K. 


Axioma 1 Si ki y kz pertencen a K, podemos demostrar que 
ki + k2 € K. Reconocemos los elementos de K porque, en la 
aplicación L, quedan asociados a uo, el elemento cero de U. 


L(k, + k,) = L(k,) + Lík,)  (L es un morfismo) 
= Uy + Uo (k,,k,€ K) 
= Us (axioma 4, en U) 
Por consiguiente, k; + ka E K. 


Axioma 4 Ya hemos demostrado (ejercicio 23.1.2.2) que Lívo) = 
uo. Por consiguiente, vo EK. 


Axioma 5 Sea k € K, entonces 


L(a«k) = aL(k) (L es un morfismo) 
= Alo (ke K) 
= Us 


Este último paso fue demostrado en la Unidad 22, Algebra li- 
neal I, página 44. La verificación de los axiomas 1 y 5 se puede 
reunir si se utiliza la definición de morfismo en la forma dada 
en la ecuación 23.1.2.3. Es 


(viene de la página 21) 


entonces sabemos que son exactamente n los elementos de V 
que están aplicados a uno cualquiera de los elementos de L(V). 
En particular, si el núcleo contiene solamente un elemento (que 
necesariamente ha de ser el elemento cero de V), entonces sa- 
bemos de inmediato que L es uno-a-uno, es decir, un isomorfis- 
mo. Los ejemplos siguientes ilustran esta discusión. 
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Solución 23.1.3.2 


Solución 23.1.3.3 


Ejemplo 1 
Utilice las ideas discutidas para encontrar la solución de las 
ecuaciones 


2x+3y=z=1 


SN 
| 


O 


en términos de espacios vectoriales. A 


Solución del ejemplo 1 


Un modo de expresar este problema consiste en decir que quere- 

mos encontrar el conjunto de ternas (x, y, z) que verifican estas 

ecuaciones. Si L es la aplicación de R* en R? definida: por 
L:(x, y, 2) ]—>(2x + 3y — z.x + y-— 2), 


entonces queremos encontrar el conjunto que está aplicado a 
(1, 2). 


Ya hemos visto que podemos describir el conjunto que está 
aplicado a cualquier elemento en particular cuando conocemos 
el núcleo y un elemento del conjunto. En nuestro caso, esto sig- 
nifica que, si podemos encontrar una solución de las ecuaciones, 
podremos encontrar todas sumando a esta solución cada uno 
de los elementos del núcleo. Por consiguiente, tenemos que en- 
contrar una solución y tenemos que encontrar el núcleo. 


Una solución 


Si le damos un valor particular a una de las incógnitas, entonces 
las ecuaciones se reducen a dos ecuaciones con dos incógnitas, 
que podemos resolver fácilmente. 


Por ejemplo, si hacemos 2 = 0, entonces obtenemos las dos 
ecuaciones 


2x + 3y=1 
x+y=2, 
que podemos resolver, y obtenemos 
x= 3, y=-3, 
Así, una solución de las ecuaciones originales 
2x+ 3y-z=1 
x+y=z=2 
es 


== 3 2 =00. 


23 


MB 23.1.4 


Ejemplo 1 


El núcleo 


El núcleo, K, es el conjunto de las ternas (x, y, 2) que está 
aplicado a (0, 0), es decir, que verifica las ecuaciones 


2x+ 3y-2z=0 
x+y-z= 


Igual que antes, podemos resolver estas ecuaciones para x, y, 0 2 
dando un valor particular a cualquiera de las incógnitas y resol- 
viendo, después, las dos ecuaciones resultantes, pero, en este 
caso, eso no nos servirá de gran ayuda porque solamente ob- 
tendremos una solución y, en realidad, queremos todas las so- 
luciones. Ahora bien, si, por ejemplo, damos a z un valor general 
y hacemos z =k, entonces estas ecuaciones se convierten en 


2x + 3y=k 
x+y=xk, 
que podemos resolver y obtenemos 
Nx =2k, y=-—k, 


Así, un elemento del núcleo es (2k, —k, k), y, dando valores 
reales a k, obtendremos todos sus elementos. Así, K es el conjunto 


[(2k, —k, k):k e R). 


(5,-3,0) 


Queremos encontrar el conjunto que aparece en color en el dia- 
grama. 
Conocemos un elemento, ¿cómo podremos encontrar los demás? 


Cualquier solución de las ecuaciones originales 


2x+3y=z=1 


x+y-z=2 
se obtiene mediante la adición de un elemento del núcleo a 
(5, —3, 0). Por tanto, la solución completa es 


((S + 2k, —-3 —k,k):ke R), 


y la teoría que hemos desarrollado asegura que este conjunto 
contiene todas las posibles soluciones de las ecuaciones ori- 
ginales. 


(Compruebe que, efectivamente, esas son soluciones. Para ello, 
sustituya convenientemente en las ecuaciones originales.) 
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Note que podemos resolver rápidamente otros problemas rela- 
cionados con éste; por ejemplo, 
2x+ 3y-z=7 
x+y-z=099, 
donde los términos independientes de la derecha son diferentes 
a los del caso anterior. Todo lo que necesitamos hacer es en- 
contrar una solución particular y, después, sumarla a cada uno 


de los elementos del núcleo. En la Unidad 26, Algebra lineal III 
discutiremos detalladamente problemas de este tipo. A 


Ejercicio 1 


Haciendo x =0 encontramos una solución particular de las 
ecuaciones 


2x+ 3y-2=2 
X+y+z=] 
Encontrar el conjunto solución de las ecuaciones. ls] 


Ejercicio 2 
Podemos aplicar el espacio vectorial P,, de todas las funciones 


polinómicas de grado menor que o igual a n, en sí mismo me- 
diante el operador derivación: 


D:ip—p  (peP) 


Ya hemos visto que esta aplicación es un morfismo. ¿Cuál es 
su núcleo? ¿Qué importancia tiene este resultado en la inte- 
gración? 3 


Problemas como el que sigue son frecuentes en matemática. 
Tenemos una aplicación, digamos M, de un conjunto A en un 
conjunto B, y queremos encontrar todos los elementos x de A 
tales que 


MEX b, 


donde b es un elemento dado de B. Esto es lo mismo que decir 
que tenemos que resolver la ecuación MÍx) = b. Algunas veces 
la solución no existe (si b no pertenece a M(A)); algunas veces 
la solución es única; algunas veces hay muchas soluciones. En 
una amplia gama de problemas, A y B son espacios vectoriales y 
M es un morfismo. Hemos visto que, en estos casos, podemos 
(en principio) adoptar un procedimiento estándar. Primero en- 
contramos el núcleo K, es decir, la solución de 


M(x) =0. 


(Este problema es generalmente más fácil que el original.) Des- 
pués, buscamos una solución particular de 


M(x) = b, 


y, finalmente, combinamos esta solución con cada uno de los 


elementos de K para obtener el conjunto solución completo. 


Estas técnicas serán aplicadas más adelante; también encon- 
traremos el concepto de núcleo en otros temas distintos de los 
espacios vectoriales. 
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Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(3 minutos) 


Discusión 
kk « 


MB 23.1.4 
Solución 1 Solución 1 
Si hacemos x =0 en ambas ecuaciones, obtenemos 

Jy=z=2 

y+z=1l, 
cuya solución es 

y=32=4 


Así, una solución es 


Eo 


x=0y=iz= 
Para encontrar el núcleo, tenemos que resolver las ecuaciones 
2x+ 3y-z=0 
x+y+z=0 
Si hacemos x =k, obtenemos 
3Jy—-z=-—2k 
y+z=-—*k, 
cuya solución es 
y==ho= dk 
de modo que el núcleo es el conjunto 
(k, —¿k, —4k):keR). 
La solución completa es, por consiguiente, 
((k,¿— ¿k, 1 — 3k):keR). 


(Recuerde que en la Unidad 15, Diferenciación II, vimos que 
las ecuaciones 2x + 3y —-2=2yx“x+y+2=1son ecuacio- 
nes de planos. El conjunto de puntos 


(k,3 — 3k,1 — 4k):ke R) 


corresponde a la recta formada por la intersección de estos dos 
planos.) El 


Solución 2 Solución 2 


El núcleo es el conjunto de todas las funciones polinómicas que 
están aplicadas a la función cero, (x=——0 (x E R)); esto es, el 
conjunto de todas las funciones constantes, 


[fi —— k(x€R), ke R). 


La integración consiste en resolver el problema de encontrar la 
solución de ecuaciones de la forma 


D(p) =f, 
donde f es una función dada. 


Como el núcleo contiene un número infinito de elementos, el 
problema de la integración tiene un número infinito de solu- 
ciones. Si p es una solución, entonces el conjunto de todas las 
soluciones es 


lp+f:f:x—k(x€R), k € R). ] 
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23.1.5 Un álgebra de morfismos 


Ahora utilizaremos algunos de nuestros primeros trabajos, que 
realizamos en las funciones. En la Unidad 1, Funciones, vimos 
varias maneras de combinar funciones. En particular vimos 
que hay dos tipos distintos de combinación: la composición, 
que es una combinación de aplicaciones sucesivas, y las com- 
binaciones “aritméticas” que se pueden “inducir” de las opera- 
ciones definidas en el codominio. En la Unidad 1 dimos ejem- 
plos particulares de esta última clase. Vimos que, cuando el 
codominio es un subconjunto de números reales, podíamos usar 
las operaciones de adición, multiplicación, etc., para definir la 
adición de funciones, la multiplicación de funciones, etc. 


Si T, y T2z son funciones que aplican un espacio vectorial Y 
a un espacio vectorial U, entonces tenemos dos operaciones 
de espacios vectoriales definidas en U que se pueden utilizar 
para definir nuevas funciones de V en U: 


T, + Ta: Ti(u) + Tu) 
aT,:v—— a(T,(v)) 


donde « es un número real. 


Ejercicio 1 

Demostrar que, si T, y T2 son morfismos, entonces T, + Ta, 
y aT, son morfismos. (Si usted cree que no puede resolver 
por sí mismo este ejercicio y que debe leer la solución, hágalo; 
ahora bien, poca ayuda prestan las soluciones si usted se con- 
forma con leerlas, porque están atestadas de símbolos. Lo mejor 
es que una vez que usted lea la solución, trate de desarrollar, 
al menos, una parte por sí mismo.) a 


Ejercicio 2 
Dados dos espacios vectoriales V y U, podemos considerar el 
conjunto de todos los morfismos de V en U. Es notable que este 


conjunto de funciones, dotado de las operaciones que hemos 
definido, sea, a su vez, un espacio vectorial. Demostrar ese acerto. 


(Será necesario comprobar cada axioma. En la página 13 están 
enumerados.) pS 


Por último, demostraremos* que, si T, es un morfismo de un 
espacio vectorial V en un espacio vectorial U, y si T2 es un 
morfismo de U en el espacio vectorial W, entonces To T, 
es un morfismo de V en W. Usando la notación corriente, te- 
nemos que 


T, + T¡(a,0, + 2702) = TT (02,0, + %203)) 


= Ta(a, T;(v,) + 2, T,(v,)) 
(puesto que T, es un morfismo) 


* Lo que demostramos aquí es un caso especial de un resultado más general: 
la composición de dos morfismos es un morfismo. La única razón que hemos 
tenido para demostrarlo aquí es que no lo habíamos hecho antes en el curso; 
podíamos haberlo demostrado en la Unidad 3, Operaciones y morfismos. 
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23.1.5 


Tema principal 
* WS 


Definición 1 
h €* * 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


Ejercicio 2 
(4 minutos) 


Tema principal 


h * 4 


(continúa en la página 29) 


Solución 1 
Sa FeR +%. 
T(u + 0) = (T, + T¿)(u +0) 


= T, (u + v) + Ta (u + 0) (definición de T, + T2) 


= T, (u) + T, (uv) + Ta (u) + T (2) 
T, y T2 son morfismos) 


= (T, (u) + T¿(u)) + (7, (v) + T(2)) (axiomas 2 y 3) 
=(T, + Tu) + (7, + Tu) (definición 
= T(u) +T() de o da] 


Así, pues, se verifica la primera de las condiciones exigidas a 
los morfismos. Ahora, sea « un nmero real cualquiera. 


T(ou) = (T, + T,)(0u) 
T, (ou) + T¿(0u) (definición de T| + T2) 


aT,(u) + aTz(u) (T, y T2 son morfismos) 


a(T, + Tz)J(u) (axioma 7 y definición 
de T, + T?) 
al (u) 


También se verifica la segunda condición; por tanto, T' es un 
morfismo. (Podría abreviarse la demostración si usamos la de- 
finición de morfismo dada por la ecuación 23.1.2.3 y demostra- 
mos que 


T(a,u, + a74,) = a,T(u,) + a,7 (u).) 


También tenemos que demostrar que «7, es un morfismo. 
Usamos la ecuación 23.1.2.3. 


aT, (0,4, + 074,) = 47: (4,4, + 0247) (por definición de a T') 
= %(a,T,(u,) + 271 (u,))  (T¡ es un morfismo) 
= (%a,)7,(u,) + (40,7: (uz) (axiomas 7 y 9) 
= a,(27,)(u,) + a2(47;)(u,) (axioma 9) 


como se pedía. ES 


Solución 2 


En el ejercicio 1 se ha demostrado la clausura respecto a la 
adición y a la multiplicación por un escalar (axiomas 1 y 5). 


La aplicación cero 

O:v—— Yo (ve V) 

pertenece al conjunto porque es un morfismo de V en U (axio- 
ma 4). 


Los otros axiomas se pueden investigar directamente de la 
definición de adición de funciones y de la definición de multi- 
plicación de una función por un escalar. 


En esta demostración es necesario que se tenga bien claro el 
concepto de igualdad de dos funciones; dos funciones son 
iguales si tienen el mismo dominio y la misma imagen para cada 
elemento del dominio. 
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Solución 1 


Solución 2 


MB 23.1.5/23.1.6 


= y T(Ti(v,)) + e Ta T,(v,)) (viene de la página 27) 
(puesto que Tz es un morfismo) 


= 0% Ty e Ti(v,) + 9, Tz e Ti(v2) 


es decir, se verifica la ecuación 23.1.2.3 y, por tanto, To T, 
es un morfismo. 


23.1.6 Resumen 23.1.6 
Hemos concentrado nuestra atención en las aplicaciones de Resumen 
espacios vectoriales que son morfismos. En un morfismo, la ... 


imagen de un espacio vectorial es, a su vez, un espacio vecto- 
rial. Un subconjunto particularmente importante del dominio 
de tales morfismos es el conjunto de los elementos que están 
aplicados al vector cero del codominio. Este conjunto es el 
núcleo del morfismo, que tiene algunas propiedades notables. 
Es un espacio vectorial; su dimensión corresponde a la diferen- 
cia entre las dimensiones del dominio y del conjunto imagen; 
nos dice también si el morfismo es muchos-a-uno o uno-a-uno; 
nos proporciona un método para resolver ecuaciones tales como 
L(v) = u, donde L es un morfismo de un espacio vectorial. 
Si L es un homomorfismo, entonces es, por definición, una apli- 
cación muchos-a-uno y, por tanto, podemos esperar que esta 
ecuación tenga más de una solución. Vimos también que, si 
conocemos el núcleo de un morfismo y si conocemos una solu- 
ción de la ecuación L(v) = u, entonces podemos generar fácil- 
mente todas las otras soluciones usando, para ello, los elementos 
del núcleo. Más adelante en este curso veremos cómo este mé- 
todo tiene una aplicación directa en la solución de problemas 
en la teoría de las ecuaciones lineales, en los números complejos 
y en las ecuaciones diferenciales, y cómo se puede desarrollar 
un método análogo en la teoría de grupos. También demostra- 
mos que, dados dos espacios vectoriales V y U, el conjunto de 
todos los morfismos de V en U es, a su vez, un espacio vectorial. 
Por último, demostramos que la composición de dos morfismos 
(definidos convenientemente) de espacios vectoriales es, a su 
vez, un morfismo. 


Estos resultados se enumeran a continuación. 


Sea L un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio vec- 
torial U. Entonces, 


(i) L(V) es un subespacio vectorial de U; 
(ii) K = [kR E V:L(k) = uo | es un subespacio vectorial de V, 
llamado núcleo del morfismo; 


(11i) (dimensión de V) = (dimensión de L(V)) + (dimensión 
de K); 
(iv) si v, es una solución de L(v) = (u), entonces el conjunto 


de todas las soluciones de esta ecuación es (v, + k:ke K); 
(v) K = ([v,) =L es un isomorfismo; 
(vi) el conjunto de todos los morfismos de V en U es un espa- 
cio vectorial; 
(vii) si L, es un morfismo de U en un espacio vectorial W, 
entonces L¡2L es un morfismo de V en W. 
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23.2 MATRICES 


23.2.0 Introducción 


En esta segunda parte introduciremos una idea nueva: la idea 
de matriz. Una matriz es, sencillamente, una disposición rec- 
tangular (o cuadrada) de números. Estas disposiciones de nú- 
meros aparecen cuando tratamos de cuantificar casi cualquier 
investigación. 


Por ejemplo, las dos disposiciones siguientes pueden represen- 
tar una encuesta acerca de las inclinaciones políticas de dos 
grupos de electores. 


Partido X Partido Y Partido Z No sabe 


Hombres 30% EA 107% 23% 
Mujeres 25% SO% 157% 10% 


Partido X Partido Y Partido Z No sabe 


Hombres 50% 40% 1% No 
Mujeres 40% 40% 2 Zo 18% 


Hay varios modos de combinar esas disposiciones numéricas. 
En este ejemplo, sumando los elementos correspondientes y divi- 
diendo el resultado por 2, obtenemos 


Partido X Partido Y Partido Z No sabe 


Hombres 40% 314% EVA 15% 
Mujeres 3249, 459%, 10% 149% 


que podría representar una especie de inclinación “media” de 
las simpatías de los electores. 


En la primera sección de esta segunda parte mostraremos cómo 
es posible representar, por medio de matrices, los morfismos 
entre los espacios vectoriales. Esta correspondencia entre las 
aplicaciones y las matrices nos llevará a definir algunos modos 
de combinar las matrices. Es posible definir combinaciones 
especiales para aplicaciones especiales, pero las que definimos 
aquí son las que tienen un uso mucho más amplio. 


(En la Sección 23.2 aparece una gran cantidad de operaciones 
algebraicas y numéricas. Si usted no está familiarizado con las 
matrices, no crea que recibirá gran ayuda de la lectura de esas 
operaciones. Le aconsejamos que vaya trabajando las operacio- 
nes según las va encontrando y que utilice las que aparecen en 
el texto para comparar sus propios resultados.) 


23.2.1 Ecuaciones lineales 


En la primera parte de este texto discutimos varios ejemplos de 
aplicaciones de R?* en R? y de R* en R?, y vimos en la 
Sección 23.1.4 que estas aplicaciones están relacionadas con 
las ecuaciones simultáneas. Parece bien claro que tres ecuacio- 
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23.2 


23.2.0 


Introducción 
h * 


23.2.1 


Discusión 
* * 


MB 23.2.1 


nes, cada una de las cuales expresa uno de los elementos xi, x%5 
y x3 en términos de x,,x2 y x3, no dirán cómo está aplicado 
(x1, x2, x3) a (x1,x2,x5). Si estas ecuaciones se verifican 
para todos los valores reales de x,, x2, x3, entonces defi- 
nirán una aplicación de R? en R?. Por ejemplo, las tres ecua- 


ciones 
xXx, =senx; 
x =senxX, Ecuaciones (1) 
Xx3 =Senx; 


definen una de esas aplicaciones, como también la definen las 
ecuaciones 


X=X1+X+X 


Xy = 2X4 — Xa Ecuaciones (2) 


2% = 2x, a 3X3 


donde las expresiones de la derecha son combinaciones lineales 
de Xi, X2 Y X3. 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
y A ) (2 minutos) 
¿Definen las ecuaciones (1) un morfismo de R3 en R3? 


¿Definen las ecuaciones (2) un morfismo de R? en R3? ES 
Parece que cualquier conjunto de tres ecuaciones de la forma: Discusión 
- * 
Xx] = 4/X¡ + 07X, + 03X; 
X2 =bix, +b3x, + b3x, Ecuaciones (3) 


X3 =C¡X, + C2X2 + C3Xj 


donde cada a, b y c representa un número real, define un mor- 
fismo de R* en R?. Un conjunto de ecuaciones de esta forma 
es un conjunto de ecuaciones lineales, y nuestra idea es expre- Definición 1 


sarlo en términos más generales, como veremos a continuación. NS 
Cualquier conjunto de m ecuaciones lineales, cada una de las Teorema 
> 
cuales expresa una de las m variables ys 
X1»X2,..., Xx; €n términos de n variables x,,x>,..:,X, 
define un morfismo de R” en R”., 
La proposición se confirma fácilmente porque, si las ecuacio- 
nes son 
Xx, = 4/X, + 0,X, + + A 
Xx =bixi+b3x+> 0: + dx Ecuaciones (4) 
, 
Xm = 1%; ad 42X2 qn eo E 4nXn 
define ciertamente una aplicación T de R” en R”: 
. E 1 , 
EN A Mb a EL (continúa en la página 32) 
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Solución 1 Solución 1 
Sean x = (x1,x2,x3) y y = (Y1,)2,y3). 
Para las ecuaciones (1) tenemos la aplicación S, donde 
S(x) = (sen x,, sen x2, sen x3) 
S(y) = (sen y ,, sen y», sen y3) 


Síx + y) = (sen (x1 + y 1), sen (x2 + y2), sen (x3 + y3)) 


S(x) + S(y) = (sen x¡ + sen y¡,sen x2 + sen y2, sen x3 + sen y3) 
y, por tanto, 

Síx + y) H Síx) + S(y). 
Para las ecuaciones (2) tenemos la aplicación T, donde 


T(x) = (%, + X2 + X3:2Xj — M2, 22 + 3X3) 


Tle + Y) =|x1+)1 +%2 + Ya +X3 + Ya, 
Ax, + y1) — (%2 + y2), 


Axz + y2) + 3x3 + y3)] 
Tx) + TY) 


Del mismo modo, 
Tlax) = aT(x) 
donde « es un número real cualquiera. 


Así, las ecuaciones (2) definen un morfismo, pero las ecuacio- 
nes (1) no. | 


tviene de la página 31) 


En efecto, como cada una de las variables x¡, X2, ..., *Xn 
puede tomar cualquier valor real, tendremos que (x1, X2, ..., Xn) 
puede ser cualquier elemento de R”". Tenemos que demostrar 
que T es un morfismo, es decir, que 


TAN dio DOC zine e y O) = AM Mass 2:19 
donde « es un número real cualquiera, y 
T(x, + Y) X2 + Y2)-++> Xp + Jn) 
= TlxXp, X2, +++ xp) + TlV1) Y2>+--> Jm) 


Ejercicio 2 Ejercicio 2 
: (2 minutos) 

Demostrar que T es un morfismo; para ello, demuestre la veraci- 

dad de las dos últimas proposiciones del texto. ES] 

Así obtenemos el resultado que nos asegura que todo conjunto Discusión 

de ecuaciones lineales de la forma de las ecuaciones (4) define ** 


un morfismo. 
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Esto, en sí mismo, no sería tan interesante si no fuera porque 
podemos representar cualquier morfismo de R” en R” por 
medio de un conjunto de ecuaciones. Podemos hacerlo de la 
siguiente manera. 


Tomamos como base de R” el conjunto de vectores: 
en =(1,0.-0001... 0); 
es =(0, 1:0:0:....¿0) 
Ey 10:05 LM 0le:s ¿Ol 


ORO O Oo 10 
Un elemento arbitrario de R” se puede expresar como 
Xx =(%X1,%X2,%X3,...,X2) = X18, + X2L2 + X33 ++ X,. 
Si T es un morfismo de R” en R”, entonces 
T(x) = T(X1g, + M7 +: + X8,) = “1 T(€1) +0: + *nTl8,,). 


Vemos que los vectores bases nos revelan todo el proceso. Cada 
uno de los vectores de la base tiene una imagen en R”; supon- 
gamos que 


Tle4)= (815 Dia! 000811) 
Tle,) = (a7,bz,....q2) 


TES (oi. Gr) 


Entonces, 
TFD= lar Drs di) 
+ x2(d7,b,..., 2) 
O, A 4n) 
= (1% Y dy + BAS DE E Ds ¿0 
Si 
E Di Mrs + 8) Bd Kia: A 
entonces 


Tx)= X1€1 + X382 +*>* + Xnbne 


(La base fe, ez, ..., €mj de R” aparece en la página 46, 
expresada en términos de vectores columnas en vez de vectores 
filas como tenemos aquí.) 


Tenemos que 
X| = 0/X, + 02X23 +:*:+4,X, 


Xx) = bx; + b2X> + vas + ¿A 
in OA A A, 


Así, el morfismo se puede representar por las ecuaciones (5). 


Existe una correspondencia uno-a-uno entre los conjuntos de 
ecuaciones lineales y los morfismos de R" en R”. Todo con- 
junto de ecuaciones lineales de la forma (5) define un morfismo 


e 
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Discusión 
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Ecuaciones (5) 


Teorema 
h 


(continúa en la página 34) 


Solución 2 
La primera proposición se sigue de que, por ejemplo, 
ar (9x,) + a2(ax,) + --- + a,(0x,) 
= Q(4,X, + 42X, ++: + 0,X,). 


que es un proceso que se puede aplicar a cada una de las ecua- 
ciones. 


Del mismo modo, tenemos que, por ejemplo, 
Ar(X, + Y) + a) + Ya) + +++ +4p(X, + Y») 
se (ax; + 42X, qua Es AnXn) eN (a, y, =í 42Y2 A AnYn)- 


La segunda proposición se sigue de una aplicación de este pro- 
ceso a cada una de las componentes de Tíxi + y1, ..., 
so Yn). El 


(viene de la página 33) 


de R” en R”, y todo morfismo de R” en R” define un con- 
junto de ecuaciones lineales de la forma (5). 


En alguna ocasión dijimos que los morfismos entre espacios vec- 
toriales se llaman frecuentemente trasformaciones lineales. 
Ahora vemos por qué: la palabra trasformación se refiere a la 
parte de la aplicación, y lineal a las propiedades que acabamos 
de discutir. De aquí hemos derivado también la expresión Al- 
gebra lineal. 


En la Unidad 26, Algebra lineal III, trataremos más detallada- 
mente las ecuaciones lineales. Mientras tanto, utilizaremos las 
ideas expuestas para introducir las matrices, que son de gran 
importancia en el Algebra lineal y la matemática en general, y 
que utilizaremos cuando discutamos detalladamente las ecua- 
ciones lineales. 


23.2.2 Disposiciones de números 


Hemos visto que las ecuaciones 23.2.1.5 definen una aplicación 
de R" en R” (dadas unas bases de R” y R”). Ahora, (x1, 
X2, -..) xn) Y (x|,X2,...,X) no son más que elementos ar- 
bitrarios de los respectivos espacios vectoriales; las ecuaciones 
mismas están adecuadamente especificadas por la disposición 
de números 


a; 42 ... 45 
e dy + 
1 4a *** 4Qhn- 


Una disposición de números de este tipo se llama matriz. 


Con frecuencia queremos referirnos a esta disposición de nú- 
meros como a una entidad y no como a una colección de ele- 


mentos. Para ello, usaremos paréntesis alrededor de la disposición 
. 
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Solución 2 
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Notación 
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Definición 1 
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numérica o la denotaremos por una letra. Algunas veces haremos 
ambas cosas; así, escribimos 


dj 42 **- ap] +] 
Ao e ba d m filas 
41 4 qn) + 
y 1 1 
or gora) 


n columnas 
Así, una matriz de m filas y n columnas define una aplicación de 
R" en R” (las bases deben estar dadas o sobrentendidas), y 
generalmente nos referiremos a la aplicación dándole el nombre 
de la matriz. 
Ejemplo 1 Ejemplo 1 
(i) La aplicación de R? en R? definida por 
x' =2x + 3y 
y =3x-—y 
está representada por la matriz 
2 3 
p 7 
(ii) La matriz 
123 
ira 
representa la aplicación de R* en R? definida por 


xy =X, + 2x, + 3x, 


x2 = 4x, + 0x2 + 6x3 pal 
Dos matrices son iguales si representan la misma aplicación Definición 2 
(con respecto a las bases dadas o sobrentendidas). Así, las ma- FEE 


trices A y B son iguales si tienen el mismo número de filas y 
columnas (deben representar aplicaciones que tienen el mismo 
dominio y el mismo codominio) y si los elementos correspon- 
dientes son iguales. Si A y B son iguales, escribimos A = B. 
Por ejemplo, 


a 0 e 
g = 


| 

| $07 
bdo a 

A 


2 de 
0000 
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Puesto que una matriz es una forma alterna de especificar un 
morfismo, deberíamos poder decir algo acerca del morfismo con 
sólo examinar la matriz. Investigar las propiedades de las ma- 
trices equivale a investigar los morfismos entre espacios vec- 
toriales. 


23.2.3 Combinación de matrices 


Podemos representar un conjunto de ecuaciones por medio de 
una matriz, pero también podemos hacer algo mejor: reescribir 
las ecuaciones en términos de esta matriz. Consideremos, por 
ejemplo, las ecuaciones 


A =3x, +2x + Lx, 
á=lx, + lxs + dx, 


Estas ecuaciones especifican una aplicación de R* en R?, en 
la cual 


Pas HA 5): 


y están representadas por la matriz 


det 
AS vá 


Podemos escribir las ecuaciones de la manera siguiente: 
(1.5) = A) Xa , 3), 


pero hay otras muchas maneras de escribirlas. Escogeremos una 
forma que nos lleva a resultados consistentes con los textos que 
tratan sobre matrices. Escribimos 


, Xx 
(xi, x3) como 
, 
Xx 


(x,,x2,x3) como | x> |; 


esto es, escribimos los elementos de R? y R? como disposi- 
ciones (o listas) de números, en vez de escribirlos como coor- 
denadas. Estas son clases especiales de matrices: matrices de 
una sola columna. Así, podemos reescribir las ecuaciones, usando 
la notación matricial, como 


X1 
Xx 
= AIN la 
x2 
Xx3 


donde [J es una combinación de matrices que tenemos que de- 
finir para conseguir que la ecuación (2) sea equivalente a las 
ecuaciones (1). 
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Ecuación (2) 


MB 23.2.3 
De acuerdo con nuestra definición de igualdad de matrices, 
Xy 
ADÍ|x,| debe ser una matriz de una columna y dos filas, y el 
Xaj 
primer elemento debe ser xí y el segundo debe ser x5. Ahora 
bien, x, y x¿ están dados por las ecuaciones (1), dé manera que 


% 
E 3x1 + 2x2 + X3 
Á a X2 — 
Xy + X2 + 3x) 
X3 


Xx] 


s21 li, Ze 1 
Jal» =p X2 


1 1 3 lx, + 1x, + 3x3 
X3 


y, para una aplicación general de R* en R?: 


e b 7 ? [o +bB+cy 
O q 


d ef —Mar+eB+fy 


El primer elemento de la tercera matriz proviene de la primera 
fila de la primera matriz, y se obtiene de la multiplicación de 
cada elemento de esa fila por el correspondiente elemento de la 
segunda matriz y de la suma de los productos obtenidos. El 
segundo elemento proviene de la segunda fila de la primera 
matriz, mediante la aplicación del mismo procedimiento. 


Del mismo modo, 


la 
pan Jo =| lx142 x(-2+3 x 3 
=3 3 —d —Me2)x 1 +3 x(-2+ (24) x 3 


- (aa 


Podemos extender esta operación para comprender listas ma- 
yores y matrices de cualquier número de filas y columnas. Esta 
ampliación corresponde al trabajo con ecuaciones que especifi- 
can aplicaciones de R" en R”, donde la columna correspon- 
diente a un elemento de R” tiene n elementos. 


La cr 
Xa Di ba -.* 0D, 

, y la matriz de la izquierda es|--- m filas 
Xn 41 42 UE 4 


Esta matriz, por supuesto, debe tener el mismo número de co- 
lumnas que elementos hay en la matriz lista que corresponde a 
un elemento de R”, debido a la forma de las ecuaciones li- 
neales. 
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Ejemplo 1 Ejemplo 1 
(011 Z 3 1 1x1+2x(-1)+3 x2 5 

4 5 6JO|-1|=|4x1+5x(-1)+6x2|=]11 

789 2 7x1+8 x(-1)+49x2 E7 
(1/1 2 s 23 

a Y ol) 

S6 183 


(111) El conjunto de ecuaciones 


2x,+3x,=2 
lx, =2x,=3 


3x +1x,=4 


se puede escribir en la forma 


2 3 2 
Xy 
Joa 
X2 
3 4 E] 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
Calcular A 
1) 1 1 1 
q ola ) e 2 ol, 
ii 
3 á -2 -1 04 3 
k 5 
Al final de la Sección 23.1.5 demostramos que la composición de Discusión 


dos morfismos, la suma de dos morfismos y el múltiplo escalar qe 


de un morfismo son también morfismos. Se sigue que podemos 
definir combinaciones de matrices correspondientes a cada una 
de estas combinaciones de morfismos. Consideraremos ahora la 
combinación que corresponde a la composición. Los otros casos 
los trataremos en la Sección 23.2.5. 


Consideraremos, por ejemplo, los morfismos T, y T2¿ de R? 
en R? definidos por 


UA O al E E ER 1x2) 
Ta (1x2) (1x1 +2x2,3x, + 2x2) 
En la aplicación compuesta Ty + T, tenemos que 


Ta o T, ¿(1 x2)— TT, (x,, x2)) 


TATI, x2)) = Mllx, + 1x,,2x, + 1x3) 
= (1(x, + x2) + 2(2x, + x2), H(x, + x2) 
+ 2(2x, + x>)) 
= ($x, + 3x2,7x, + 5x2) 
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Escribiendo 
Ti(%1,x2) =(41,x2) y  Tax,x2)=(x,x3), 


tenemos que 
AS 
XxX = 1X1 + 1% 


, 


X2 = 2X1 + 1%, 


Xx =1M +2% 
5d , , 
X2 = 3X1 + 2X, 


Llevando a las ecuaciones (4) las expresiones de las ecuaciones 
(3) obtenemos 


X= 5X1 + 3X, 
X= 7X1 + 5% 


como antes. 


En términos de matrices, la representación matricial de T, es 


qn [ ! 
2 1 
(véanse las ecuaciones (3)), y la representación matricial de 
Ta es 


(véanse las ecuaciones (4)), y hemos demostrado que la repre- 
sentación matricial de T, o T, es 


ds = i 
TOS 


(véanse las ecuaciones (5)). 


Si utilizamos el símbolo * para representar la operación de 
combinación de matrices correspondiente a la composición de 
aplicaciones, tenemos que 


Ay? A, = A) 


hidra 
*k == 
3 2 2 1 7 $5 
Sabemos cómo combinar A, y Az en este caso, pero ¿cómo 


podemos calcular B* A para cualesquiera matrices B y A? ¿Tiene 
sentido B*A para cualesquiera matrices B y A? 


Le. 


Ante todo, ¿cómo se calcula B* A? Observando la ecuación (6) 
vemos que el elemento que está en la primera fila y primera co- 
lumna de Az es 5, y que 


5=1x1+2x2, 
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Ecuaciones (3) 


Ecuaciones (4) 


Ecuaciones (5) 


Ecuación (6) 


(continúa en la página 40) 


MB 23.2.3 
Solución 1 Solución 1 


(1) 151, porque 1 x 3 +(—1) x (-2) = 5 


6| y 2x3+0x (-2) =:6 
Il) y 3x3+4x(-—2) =|1 
(ii) [14], porque lx 1+2x2+3x 3 =14 
l y (—-1)x1+0x2+4x3=1I1 he] 


(viene de la página 39) 


esta expresión se obtiene de la multiplicación de los elementos 
de la primera fila de Az por los correspondientes elementos de 
la primera columna de A,, seguida de la suma de los productos 
obtenidos. 


PA AE] 


Combinando de esa manera las filas de Az con las columnas 
de A,, obtenemos los otros elementos de A;. 


AM 


dl 


En el caso general de cualesquiera matrices de dos filas y dos 
columnas, definimos * por 


Ñ F .(: AS ad dl 
ga+hc gb + hd 


Definición 1 


cd 


E h ok or 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 
es (2 minutos) 
Si 

xj = 0x, + bx, 

MS O, (i) 

AS 
A=e, + £ " 
11) 

a=2 + 
encontrar xí y x¿ en términos de x, y x2, y compare sus res- 
puestas con la definición de *. 

Podemos extender la definición de * a matrices más generales. Discusión 
* 


Hasta ahora hemos combinado matrices de dos filas y dos co- 
lumnas, lo cual corresponde a combinar una aplicación de R? 
en R? con otra aplicación de R?* en R?. Tiene sentido com- 
binar aplicaciones distintas de éstas; un morfismo T| de R” 
en R*”, por ejemplo, puede estar seguido de un morfismo T, 
de R” en R”, digamos. 
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Sabemos que T, estará representado por una matriz de m co- 

lumnas y p filas, y T2z estará representado por una matriz de 

p columnas y n filas. Por tanto, podemos extender la definición 

de * para formar B*A para toda clase de matrices, supuesto 

que el número de columnas de B es igual al número de filas de A. - 
Puesto que T2z>T, es un morfismo de R” en R”, la matriz 

formada tendrá n filas y m columnas, y en general B*A será 

una matriz que tiene el mismo número de filas que B y el mismo 

número de columnas que A. 


columnas columnas columnas 


n Pp n 
filas filas filas 


No entraremos en todos los detalles sino que ilustraremos el 
procedimiento con un ejemplo sencillo. 


Ejemplo 2 Ejemplo 2 
p-2 y 

Si B=|3 4| y A= 7, 
$ 6 


¿cómo calculamos B*A? A representa la aplicación de R! en 
R? especificada por las ecuaciones 


, 
X1 — lx, 


x2 = 2x, 


Ecuaciones (7) 


y B representa la aplicación de R? en R*? especificada por las 
ecuaciones 


x= 1x + 2%) 
x= 3 + Ax) Ecuaciones (8) 
x= 5x1 + 6x 
Remplazando en las ecuaciones (8) por las ecuaciones (7) en- 
contramos que la matriz de la aplicación compuesta es 
S 
BxrA=|11 Ss 
17 


(continúa en la página 42) 
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Solución 2 
Llevando de (i) a (ii), obtenemos 


Xi —— edax; le bX2) le flex; Al dX2) 
X2 = elaX, + bX2) + h(cx, + dx>) 


X= lea + foJx1 + leb + fddX2 
X2 = lga + holX1 + (gb + hdJx2 
y la matriz que representa estas ecuaciones es 


ea+fe eb+ fd 
ga +hc gb + hd ES 


(viene de la página 41) 


Esta es una matriz de tres filas y una columna; esperábamos 
este resultado porque la aplicación de R' en R? (matriz A), 
seguida de la aplicación de R? en R* (matriz B) es una apli- 
cación de R!' en R*? (matriz B* A). 


BxA 


Los elementos de la matriz B* A se pueden calcular mediante 
el mismo procedimiento de antes: el elemento 5 proviene de la 
primera fila de B y la primera (y única) columna de A:5 =j] X 
1+ 9 X 2. El elemento 11 proviene de la segunda fila de B 
y la primera (y única) columna de A:11 =3 Xx1+4xX2. Y 
17=5Xx1+6X2. E 


Si usted revisa las páginas 36 y 37 donde discutimos la operación 
O, verá que [] es un caso especial de *. Podemos definir * para 
matrices generales (que corresponda a la composición de mor- 
fismos) como sigue: 


La combinación B+A está definida para cualesquiera matri- 


cés B y A, supuesto que el número de columnas de B es el mismo 
número de filas de A. Si 


BxA=C, 


entonces el elemento situado en la fila ¿ y columna j de C se 
obtiene de la fila ¿ de B y la columna j¡ de A; se calcula mediante 
la suma de los productos parciales obtenidos de los elementos 
correspondientes a dichas fila y columna. 


Si B tiene m filas y p columnas, y si A tiene p filas y n colum- 
nas, entonces C = B*A tendrá m filas y n columnas. 
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Solución 2 


Definición 2 
Y HO 


B,2, + B207 + Bxa, ++ >> + 8,2, 


(Asegúrese que usted puede obtener estos resultados por sí 


¡01 
e 
e 
ooo | 
fila ¿| B, B, B, pe 
E | 
| 
A %p 
lo 
a 
Ejemplo 3 
mismo.) 
(1) l -2 + 1 3 =s) 
-1 3 =1 -2 1 = 
2 4 
(i) (1 2 3 4 5S)* /1 
1 
1 =:(18) 
1 
1 
(iii) l -2 1 3 -4 
-1 3|x|-1 -2 
2 4 1 2 3 


-4 
3 


2 TA 
Hd 
-2 


1 | no está definida porque 


el número de columnas de la matriz de la izquierda no es igual 
al número de filas de la matriz de la derecha. 5 


Ejercicio 3 
(i) e 1 , y l - ,) 
Z 1 


-1 3 
(1i) Calcular 1 3 5 1 
Me 2, ME ze 
0 


(iii) ¿Es * (a) conmutativa? 
(b) asociativa? 


23.24 Algunas matrices especiales 


Matrices de rotaciones 


En la primera parte de este texto encontramos varios ejemplos 
especificados por conjuntos de ecuaciones y discutimos sus in- 
terpretaciones geométricas. Por ejemplo, vimos que las ecua- 


ciones 


xy = —-X2=0x, + (—1)x, 


x= x=1x, + 0x> 


43 


MB 23.2.3/23.2.4 


Ejemplo 3 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


23.2.4 


Discusión 
* + 


(continúa en la página 44) 


Solución 23.2.3.3 


07 1 
E 
(ii) [7 2 
l , 


(iii) (a) Es bastante fácil encontrar un contraejemplo que de- 
muestre que * no es conmutativa. Por ejemplo, 


hallaba 


lalo hi al 


(b) Es más difícil porque, de hecho, * es asociativa. 


— 


Una demostración directa para * sería muy compli- 
cada pero podemos lograrla de otra manera. Recor- 
dando que, para las matrices, * corresponde a la com- 
posición de morfismos, que no son sino una clase 
especial de funciones, podemos demostrar que la com- 
posición de funciones (donde ella es posible) es aso- 
ciativa. Supongamos que A, B, C y D son conjuntos y 
que f, g y h son funciones tales que 


FSA BBC Ai CH DD 
entonces, ñ aEA, 
(o g)o f)(a) = (ho g)(f(a)) 
= h(g(f(a)) 
= h(8 *f)(a) 
= (ho (go f)(a) 


Así, la composición de funciones es asociativa, lo cual 
implica que * también es asociativa. 15] 


(viene de la página 43) 


se podía tomar como la especificación de una aplicación que 


z alrededor del origen y 


en sentido contrario al del movimiento de las agujas de un reloj. 


hace girar (rotar) el plano un ángulo 


: á . 0 
En términos de matrices podemos decir que representa 


una rotación del plano un ángulo 3 en sentido contrario al del 


movimiento de las agujas de un reloj. 


Supongamos que invertimos nuestro punto de observación y co- 
menzamos por considerar que las matrices realizan algún tra- 
bajo geométrico específico. 
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Solución 23.2.3.3 


MB 23.2.4 


Ejemplo 1 Ejemplo 1 


Considere una aplicación que hace girar el plano alrededor del 
origen un ángulo 46 en sentido contrario al movimiento de las 
agujas del reloj. 


X2 x2 
(4x2) 
(x4,x2) o/ 
SS 
y 
/ 
X4 x1 


donde xi, X2, Xx, y xXx tienen, entre sí, la relación indi- 
cada en el diagrama. Podemos encontrar fácilmente R,. Para 


ello, bastará considerar la base ¿(o NI de R?. 


Un poco de trigonometría nos dice que (Véase RB2) 
(0) E Ñ 
=$ 
0 sen0 


ñ 
xa x2 


P" (cos 8, sen 0) 


P (1,0) | 5 PA | 


X1 Xx 


(o) a) 
y 1 cos O 
X2 Xx 
Q(0,1) (-senÚ, cos 8) Q' 
X4 Xx 


Ry tiene dos filas y dos columnas porque la aplicación es uno-a- 
uno y el conjunto imagen de R? es R?. Así, si 


a b 
Ro = E 
d [ 7 
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sabemos que 
a b 1 cos O 
E , á Ñ Ñ mes 
a .b 0 —senU 
Ñ AE qu 
Puesto que 


rol) 
lib 


encontramos que 


a=cosO0, c=sen0, b= —sen0 y d =cos0. 
Así, 
cos09 —sen 0 
.. sen 0 cos 0 A Matriz rotacional 
* $ 
Usted habrá notado en este ejemplo que las columnas de R, son Generalización 
a aa 1 0 , 
precisamente las imágenes de los vectores bases 6 y pro- 
1 
ducidas por la aplicación. Este no es un ejemplo especial porque 
fácilmente se ve que, si A es la matriz de un morfismo T de R”, 
entonces las columnas de A son precisamente 
Mein ME gio DE; + >sex9 ME mao 
donde €,,8,,8€3,...,8. son los vectores bases particulares 
1 0 0 
0 1 0 
e =|0|e=/|0],....£n=|0 
0 0, 1 
(Compare esto con la discusión de la página 33.) 
El Algebra lineal está llena de ejemplos elegantes, aunque sen- 
cillos, como este. 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
! p e (1 minuto) 
Encontrar la matriz que corresponde a una “dilatación del 
plano”, de manera que la distancia de cualquier punto al origen 
quede multiplicada por un número k. E 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 
(1 minuto) 


Encontrar la matriz que corresponde a la aplicación neutra, 
esto es, la matriz que deja invariable cada punto del plano. M 
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La matriz neutra 


En la operación de composición de funciones, la función iden- 
tidad (neutra) deja invariables las demás funciones. Por ejemplo, 
la función 


TEA (xeR) 


es tal que fog=gof =g para cualquier función g cuyos domi- 
nio y codominio sean iguales a R. Esta propiedad tiene su aná- 
0 


1 
I*A = A*I = A para cualquier matriz de dos filas y dos 
columnas. En realidad, si denotamos por Er, m la matriz que tiene 
m filas y m columnas, y tal que todos sus elementos son ceros, 
excepto los de la diagonal que viene de arriba hacia abajo y de 
izquierda a derecha que son iguales a 1, entonces si A es una 
matriz cualquiera de m filas y n columnas, tenemos que 


roya FAR AR A 


loga en el álgebra matricial. Si escribimos / = h ) entonces 


Generalmente se omiten los subíndices y solamente escribimos 
J para denotar la matriz identidad. 

Ejercicio 3 (Opcional) 

Es interesante lo siguiente: 


(i) ¿Cuál es el resultado de hacer girar el plano en sentido 
contrario al movimiento de las agujas del reloj, alrededor 
del origen un águlo a y, después, un ángulo $? 

(ii) Complete la siguiente ecuación: 


(iii) Complete la siguiente ecuación 


guar 
E 


(iv) Escriba Ra y Ry, y calcule Ry¿*Ra directamente. 
(v) Compare las respuestas obtenidas en (11i) y (iv). ¿Puede 
usted sacar alguna conclusión de esta comparación? ES 


Rosa = 


23.2.5 Otros modos de combinar matrices 


La operación * surgió de nuestra interpretación de la compo- 
sición de morfismos en términos de matrices, y fue posible por- 
que habíamos establecido la correspondencia entre los morfis- 
mos y las matrices. 


Hay un resultado interesante, relacionado con los morfismos, 
que obtuvimos hacia el final de la Sección 23.1.5, y que ahora 
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Matriz 
identidad 


Et Y» 


Ejercicio 3 
(3 minutos) 


23.2.5 


Discusión 
* * 


(continúa en la página 48) 
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Solución 23.2.4.1 Solución 23.2.4.1 


1 k 0 0 ; . 
Puesto que E 0 y ¡ —| |, la matriz requerida es 


0 
2 . 
O k] 
Solución 23.2.4.2 Solución 23.2.4.2 


es (3 
La matriz es 
o 1 


(El caso especial de la solución 1 correspondiente a k = 1.) A 


Solución 23.2.4.3 Solución 23.2.4.3 


Si efectuamos, sucesivamente, dos rotaciones como estas, el 
resultado es una rotación de un ángulo [6 + «, que es, por su- 
puesto, igual que una rotación de un ángulo a + f. Luego 


(i) Una rotación de un ángulo 6 +«. 
(ii) Ry¿*R,= Ryo, 

Gi) Ri. = pa (B+0) =sen(B + a) 

272 Asen(B +9) cos ($ + a) 

cos f —senf il nl 


(iv) R¿*R, = 


senf cos f sena cos a 


[es f cos a —sen fsena —cos fsena — senf cos > 


senf cos a + cos fsena —senfsena + cos f cos a 
(v) Comparando (iii) y (iv) obtenemos las fórmulas 


cos (fB + a) = cos f cos a —sen f sena 


sen(f + a) =senf cos a + cos fsena | 


(viene de la página 47) 


consideraremos nuevamente. Demostramos que el conjunto de 
todos los morfismos de un espacio vectorial dado V en un espa- 
cio vectorial dado U constituye, a su vez, un espacio vectorial. 
Sabemos que, por ejemplo, cualquier morfismo de R” en R” 
se puede representar por medio de una matriz de n filas y m 
columnas y, recíprocamente, que cualquier matriz representa un 
morfismo de R” en R”. Así, el conjunto de todas las matrices 
de n filas y m columnas forma un espacio vectorial (para n y m 
dados) con respecto a las operaciones correspondientes a las de 
los morfismos, es decir, adición de funciones y multiplicación 
de una función por un número. Se ve fácilmente que las corres- 
pondientes operaciones matriciales son las siguientes: 


(i) Si k es un número real cualquiera, entonces RÁ es la matriz Definición 1 
que se obtiene cuando se multiplica por k cada uno de los dos 
elementos de A. 

(ii) Si A y B son dos matrices tales que cada una tiene n filas Definición 2 
y m columnas, entonces AAB es la matriz que tiene n O 
filas y m columnas que se obtiene cuando se suman los ele- 
mentos correspondientes de A y B. 
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Ejemplo 1 Ejemplo 1 
(1.3 / 1 2 3 6 
=1 31 =|=3 9 
4 7 12 21 
(11) 1 pa 3 6 lea 2+ 6 
- a -3 9 |=|(-1) + (-3) 3+ 9 
4 7 12 21 4 +12 7 +21 
4 8 
=|-4 -12 
16 28 


2] 1 >) [ =3 .. 
=1 3 a 6 $ 21 


no está definida: equivale a intentar “sumar” dos funciones 


que tienen dominios diferentes. A 
De la definición se sigue claramente que A es conmutativa y Discusión 
asociativa. Como esta operación tiene semejanzas obvias con a. * 
la adición, utilizaremos el símbolo + en vez de A; por ejemplo, 
escribiremos 

2 3 2 7 4 10 

+ E 

i- 4 Ed <= 

y llamaremos a esta operación adición de matrices. Definición 3 


+ E $ 


Podemos usar estas dos operaciones para definir una tercera 
Operación: la sustracción de matrices, que definimos así: Definición 4 


A-—B=A+(-1)B 
Generalmente, la matriz (—1)B se suele denotar por —B. 


Así, pues, tenemos ahora tres operaciones: *, la multiplicación 
por un escalar y +. Las operaciones + y * son Operaciones 
binarias en ciertos conjuntos de matrices: debemos tener es- 
pecial cuidado al definir los conjuntos en los cuales han de 
operar. Hemos señalado algunas de sus propiedades: + es con- 
mutativa y asociativa; * es asociativa pero no es conmutati- 
va. Todavía no hemos visto cómo se interrelacionan las opera- 
ciones + y *. En particular, ¿es distributiva cada una con 
respecto a la otra? 


Ejercicio 1 Ejercicio 1 
] . . (2 minutos) 
Escogiendo algunas matrices sencillas, demuestre que + no es 


distributiva sobre *, esto es, que, para algunas matrices conve- 
nientes* A, B y C, 


A+(B*C)A(4 + B)x(4+C) | 


* Por “convenientes” entendemos las matrices que tienen el número apropiado 
de filas y columnas de modo que las operaciones estén definidas. (continúa en la página 50) 
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Por ejemplo, si 


tenemos que 


> dll 


mientras que 


(viene de la página 49) 


Es relativamente fácil refutar una conjetura por medio de un Discusión 
contraejemplo, como se pide en el ejercicio 1, pero, para demos- mE 
trar una conjetura, tenemos que utilizar argumentos generales. 

No lo haremos aquí porque la demostración no ilustra ningún 

resultado interesante (excepto, quizás, la necesidad de mejorar 

la notación, lo cual haremos más adelante); sin embargo, anota- 

remos que * es distributiva sobre +. Esto es, para matrices 
convenientes, A,B y C, 


A*(B + C) =(4* B) + (4*C) 


(4 + B)*C =(4*C)+(B*C) 


Observe que necesitamos establecer ambas proposiciones por- 
que * no es conmutativa. 


Hay una dificultad que debemos mencionar; se refiere a la ter- 
minología. Es corriente referirse a la operación * como multi- 
plicación de matrices y eliminar el símbolo *, de manera que 
se suele escribir AB en vez de A*B. Esta costumbre es des- 
afortunada porque, aunque * es asociativa y distributiva sobre 
+, igual que X y + en los números reales, sin embargo * no 
es conmutativa, y mientras que + proviene de la adición de 
aplicaciones, la operación * no proviene de la multiplicación 
sino de la composición. 


Sin embargo, como la práctica está tan extendida, nos referire- 
mos a esa operación como multiplicación de matrices, de aquí en 
adelante, y omitiremos el símbolo +. 


En la próxima sección reuniremos algunas de las diferencias 
entre las matrices y los números, y también algunas de las se- 
mejanzas de las dos álgebras. 
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de números 


La principal diferencia entre las matrices y los números es que, 
mientras que podemos sumar o multiplicar dos números cuales- 
quiera, no siempre podemos hacerlo con las matrices. Si nos res- 
tringimos a un conjunto de matrices que tengan un mismo 
número (fijo) de filas y de columnas, entonces podemos sumar 
o multiplicar dos matrices cualesquiera del conjunto. Implícita- 
mente supondremos en esta sección que todas las matrices 
tienen el mismo número de filas que de columnas, y que este 
número es el mismo para todas las matrices. (Una matriz que 
tiene el mismo número de filas que de columnas es una matriz 


cuadrada.) 
Semejanzas 
Números Matrices 
La adición es a+b=b+a A+B=B>+A 


conmutátiva. 
La adición es asociativa. (a+b)+c=a+(b+c) (A+BJ+4C=A4+ (B+C) 
Existe un elemento cero. a+0=0+a=a A+0=0+A4A=A, 


donde O es la matriz 
cuyos elementos son 
todos iguales a cero. 


Cada elemento tiene un (-b+b=0 (—-B+B=0 
inverso aditivo. 
La multiplicación es (ab)c = a(bc) (AB)C = A(BC) 
asociativa. 
Existe un elemento al = la =a AI = IA = A, donde / es 
“identidad”. la matriz identidad 

definida en la página 47. 
La “multiplicación” es ab + <c)=ab+ ac A(B + C)= AB + AC 
distributiva sobre la (a + bje = ac + be (4 + B)JC = AC + BC 
adición. 
Algunas reglas del 40 = 0 =0 A0O0=04=0 
producto se verifican. a(—b) = —ab A(—B)= — AB 

(—aX—b) = ab (— AM—B) = AB 

Diferencias 


(1) 


(ii) 


La multiplicación de números es conmutativa; la multipli- 
cación de matrices no lo es. 
Esto es, existen matrices A y Btales que ABx BA. 


Como consecuencia, el desarrollo matricial (A + B)? = 
A* + 2A4B + B? es, en general, falso. El desarrollo correcto 
es (A + B)? = 4? + AB+ BA + B?. La matriz AB + BA 
es igual a 2AB si, y solamente si, A y B pueden intercam- 
biarse, esto es, si AB = BA. Esto puede suceder en ciertos 
casos (por ejemplo, si B = I) pero, en general, no es ver- 
dadero. 


El producto de dos números diferentes de cero nunca es 
cero, pero el producto de dos matrices diferentes de cero 
puede ser igual a la matriz cero. 


Por ejemplo, si 


al ) pal ) 
E al PT 


entonces AB = O. (Observe también que BA 0.) Este 
ejemplo también ilustra de una matriz diferente de cero 
tal que B? = O. 
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23.2.6 


Resumen 
Y. 2 


(iii) La ley cancelativa se verifica en los números, pero no en 
las matrices. 


Esto es, si a, b y c son números y aX 0, entonces 
(ab = ac) > (b = Cc) 
Pero, en las matrices, 


(AB = AC) + (B =C). 


Por ejemplo, si A y B son las matrices anteriores, entonces 
AB = AO, pero Bno es igual a la matriz cero, es decir, no 
podemos cancelar A. 


(iv) La ecuación x? = 0 tiene la solución única x = 0, pero 
la ecuación matricial X? = O tiene un número infinito 
de soluciones. 


Se puede demostrar que la solución general de la ecuación 
matricial X? = O, en el caso de matrices de dos filas y 
dos columnas, es 


o para cualesquiera r y s (s dife- 
a rente de cero), 


0 0 ! 
a 6 para cualquier t. 
t 


(v) La ecuación x? = —1 no tiene solución en los números 
reales, pero la ecuación matricial X? = —I sí tiene solu- 
ciones. 


Señalaremos únicamente dos soluciones. Estas son las 
matrices 


0 —1 0 1 

1 0 —1 0 
Observe que la matriz —I] es igual a la matriz rotacional 
R, que corresponde a una rotación, alrededor del origen, 


de un ángulo r. La matriz C es la matriz rotacional R,,. 
¿A qué trasformación corresponde — C? 


Ejercicio 1 


Busque desarrollos de (A — B)? y (4 — B)? que sean válidas 
para todas las matrices cuadradas. (El segundo desarrollo con- 
tiene 8 términos.) E 


Ejercicio 2 

La ecuación x?=x tiene exactamente dos soluciones, x =0 
ó 1. Busque un ejemplo de una matriz de 2 filas y 2 columnas que 
demuestre que la ecuación matricial X? = X tiene otras so- 
luciones distintas de X =0 0 LI | 
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Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Ejercicio 2 
(2 minutos) 


23.3 APENDICE 


El teorema de “la dimensión” 
Este apéndice es opcional. 
Teorema 


Si L es un morfismo de un espacio vectorial V en un espacio 
vectorial U, entonces 


(dimensión de L(V)) + (dimensión del núcleo) = (dimensión de V) 


Demostración 
Sea (u,,47,Uz,...,4,) una base de L(V) (es decir, sea p la di- 
mensión de L(V)), y sea [k,,k,,k,,...,Kk,,) una base del núcleo 


(es decir, sea m la dimensión del núcleo). Puesto que cada u 
pertenece a L(V), debe haber vectores en V que estén aplicados 
a cada uno de ellos. Supongamos que 


Si podemos demostrar que el conjunto de vectores B = ao lo: 

«> Km»U1» «==» U,) forma una base de V, entonces quedará de- 
mostrado el teorema porque eso probará que la dimensión de V 
es: m + p. 


Ante todo, demostraremos que cualquier vector de V se puede 
expresar en términos de estos vectores y, después, demostrare- 
mos que B es linealmente independiente. 


(i) Sea y un elemento cualquiera de V; entonces, podemos en- 
contrar números reales a; tales que 
L(v) = 0/4; “b 74) + ..+ AU y 
= 0, L(0,) + 2,L(0,) + :-: + 9,L(v,) 


e; 

L(v) = L(a,0, + 9707 +->* + 0,0,) 
Le; 

L(v) — L(a,1, + 9%707 + :-- + %0,) = Uo 
18: 


L(Y — 4,0, — %70, — AzUz — -** — 0B,) = Uy 
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23.3 


Apéndice 


(continúa en la página 54) 


Solución 23.2.6.1 


(4 — B? = A? — AB -— BA + B? 
(4 — B = A? — A?B- ABA + AB? — BA? + BAB+ B*A-— B? 


E] 
Solución 23.2.6.2 
O 
X= es un ejemplo. 
0 1 a 
(viene de la página 53) 
Así, (Y — %P; — %20, —***— %/U,) está en el núcleo de L. 
Existen, por consiguiente, números $81, ..., Bm tales que 
Y — 010, — Aqly — *** — Apb, = Brks + Pak +++ + Brkn 


(ii) 


YU= Bik, + Pak + :*: + BinkKm + %121 + 007 +: + 0D. 


Así, cualquier vector de V se puede expresar como una com- 
binación lineal de los vectores k,,kz,...,Km»U1> +» +» Up, esto 
es, B genera a V. 


Ahora demostraremos que B es linealmente independiente. 
Consideremos la expresión 


Bik¡ + Bak +++ BmnkKm + %101 + 0207 ++" + %pLp = Lo (1) 
Entonces, 


L(B¡k, + Bakz + :** + %Lp) = Lo 
PB, L(k,) + B2L(k2) +: + 0%, LL) = Uo 


a, L(v,) + a,L(vz) +: + a, L(2,) = Lo» 


puesto que todos los elementos k están en el núcleo y, por 
consiguiente, L(k;) = uy. Ahora bien, 


L(v,) = u, 
L(v,) = u, 
Uv ,) = 4, 


y los elementos u se escogieron de modo que fueran lineal- 
mente independientes. Así, todos los a« son cero, y la ex- 
presión (1) se reduce a 


Bik, + Bak ++: + Binkm = Lo 


Ahora bien, los elementos k también son linealmente inde- 
pendientes y, por tanto, todos los £ son cero. Así, (1) im- 
plica que todos los a y todos los fB son cero y, por consi- 
guiente, el conjunto es linealmente independiente, como se 
pedía. 
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Solución 23.2.6.1 


Solución 23.2.6.2 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


00 -_J3D00ON4A0DNA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación I 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica I — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación II 
Probabilidad y estadística I 
Lógica Il — Prueba 
Probabilidad y estadística II 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística II 
Algebra lineal I 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales I 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal MI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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